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論 文 通信技術の未来を拓く若手論文特集

MU-MIMOにおける一般逆行列を用いたブロック対角化

内田 圭耶†a) 藤元 美俊† 北尾光司郎†† 今井 哲朗††

Block Diagonalization using General Inverse Matrix for MU-MIMO

Keiya UCHIDA†a), Mitoshi FUJIMOTO†, Koshiro KITAO††, and Tetsuro IMAI††

あらまし 第 5 世代移動通信システム（5G）では，超高速・高品質を達成するために MU-MIMO の利用が
検討されている．また，ミリ波等の高周波数帯利用による伝搬損失を補償するため Massive MIMO の導入が想
定されている．しかし，基地局アンテナの大規模化やユーザ数の増加によって MU-MIMO 制御のための計算量
の増大が課題となる．本論文では，伝搬チャネル行列の一般逆行列を用いてブロック対角化を実現し，空間的に
ユーザの多重化を行う MU-MIMO のための線形制御法を提案する．提案法では，特異値分解による雑音部分空
間の演算を省略する Thin SVD を用いて計算量を削減している．また，MU-MIMO の制御として用いられる
BD 法との通信性能や計算量を比較し，提案法の有効性を示している．

キーワード MU-MIMO，Massive MIMO，ブロック対角化，計算量削減

1. ま え が き

スマートフォンの普及により，移動通信における通

信トラヒック量が急増している．また，多様なアプリ

ケーションやリッチコンテンツの登場から，サービス

提供に必要なデータ通信速度の高速化が重要視されて

いる [1]．基地局とユーザそれぞれに複数のアンテナを

設置するMIMO（Multiple-Input Multiple-Output）

システムでは，複数の信号を同時に送受信することで

通信路容量を大きく向上させることが可能である．特

に第 5世代移動通信システムでは，空間的にユーザを

多重化して複数のユーザに対して同時にMIMO通信

を行う MU-MIMO（Multi-User MIMO）を導入し，

システムの通信速度の飛躍的な向上が期待されてい

る [2], [3]．また，準ミリ波やミリ波などの高周波数帯

の利用によって生じる伝搬損失補償のため，Massive

MIMOと呼ばれる超多素子アンテナによるMIMO通

信が用いられる [4]～[6]．しかし，基地局アンテナの
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大規模化やユーザ数の増加によって，MU-MIMO 制

御のための計算量の増加が問題となる．

従来のMU-MIMO制御手法として，制御の計算の

高速化を図った手法 [7], [8]や，正則化による伝送性能

向上を図った手法 [9]などが挙げられる．前者は高速化

の弊害として，従来の BD（Block Diagonalization）

法よりも伝送性能が劣化，後者は計算量が増加する特

徴がある．また，測定した伝搬チャネルのパス数が少

ない場合，上記手法における逆行列演算の安定性など

も問題となり得る．

本論文では，伝搬チャネル行列の一般逆行列を用い

てブロック対角化を実現するMU-MIMOのウエイト

計算手法を提案する．また，MU-MIMOのユーザ分離

手法として用いられる BD（Block Diagonalization）

法と通信性能や計算量を比較し，提案法の有効性を

示す．

以下，本論文の構成について述べる．2. では MU-

MIMO のシステムモデルを示す．3.では従来法であ

る BD 法と提案するユーザ分離手法について説明す

る．4.では計算機シミュレーションによる BD法と提

案手法の通信性能及び計算量を比較することで，提案

法の有効性を明らかにする．

2. システムモデル

図 1に本報告で扱うMU-MIMO下り回線のシステ
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論文／MU-MIMO における一般逆行列を用いたブロック対角化

図 1 MU-MIMO システムモデル
Fig. 1 System model of MU-MIMO.

ムモデルを示す．アンテナ数 NT の基地局からそれぞ

れ NR 素子を有する K ユーザに対して MU-MIMO

伝送を考える．なお，ブロック対角化によるユーザ分

離を実現するためには，NT ≥ KNR の条件を満たす

必要がある．ここで，第 k ユーザに対する所望信号の

受信ベクトル y(k) は次式で表される．

y(k) =
(
W R

(k)
)H

H (k)W T
(k)x(k)

+
(
W R

(k)
)H

H (k)

K∑
i=1,i�=k

W T
(i)x(i)

+
(
W R

(k)
)H

n(k) (1)

ここで，x(k)∈C
NR，n(k)∈C

NR，H (k)∈C
NR×NT，

W T
(k) ∈ C

NT ×NR 及び W R
(k) ∈ C

NR×NR は，そ

れぞれ第 k ユーザに対する送信信号ベクトル，雑音ベ

クトル，伝搬チャネル行列，送信ウエイト行列及び受

信ウエイト行列を表す．また，(•)H は行列の複素共役

転置を表す．なお，ブロック対角化が成立している場合

H (i)W T
(j)

∣∣
i�=j

= O (2)

となるため，ユーザ側は干渉信号を受信せずに所望信

号のみを受けることができる [10], [11]．ここで，O は

ゼロ行列である．

3. 提案するユーザ分離手法

3. 1 従来のユーザ分離手法（BD法）

従来のユーザ分離手法として，BD法によりユーザ

分離を行い，MU-MIMO 固有モード伝送を行う場合

の送受ウエイト導出手順を説明する．各ユーザに対す

る伝搬チャネル行列を部分行列として連結させた行列

を基地局と全ユーザ間の伝搬チャネル行列H とする．

図 2 H̄(k) ∈ C
(K−1)NR×NT の特異値分解

Fig. 2 Singular value decomposition of matrix

H̄(k) ∈ C
(K−1)NR×NT .

H =
[(

H (1)
)T (

H (2)
)T · · ·

(
H (K)

)T ]T

(3)

ただし，(•)T は行列の転置を表す．第 k ユーザのみ

に信号を送るようにするため，H から H (k) を除い

た以下の行列 H̄
(k) を定義する．

H̄
(k)

=
[(

H (1)
)T · · · (H (k−1)

)T (
H (k+1)

)T · · · (H (K)
)T ]T

(4)

第 k ユーザ以外のチャネル行列 H̄
(k) に対して，Full

SVDによる特異値分解を行うと

H̄
(k)

= Ū
(k)[

D̄s
(k) O

][
V̄ s

(k) V̄ n
(k)

]H
(5)

が得られる．ここで，H̄
(k) ∈ C

(K−1)NR×NT の

特異値分解の行列サイズを図 2 に示す．右特異

行列 V̄
(k) ∈ C

NT ×NT はそれぞれ信号部分空間

V̄ s
(k) ∈ C

NT ×(K−1)NR，雑音部分空間 V̄ n
(k) ∈

C
NT ×(NT −(K−1)NR) で構成されている．これらの

両方を計算するのが Full SVD，V̄ s
(k) のみを計算

（V̄ n
(k) の計算を省略）するのが Thin SVD であり，

Full SVD と比べて計算量が削減される [12]．特に，

送信アンテナ数 NT が (K − 1)NR よりも大きい場

合 V̄ n
(k) の行列サイズが大きくなることから，Thin

SVDによる計算量の削減効果が大きい．

第 k ユーザのチャネル行列 H (k) と送信側の雑音部

分空間の行列 V̄ n
(k) は以下の式を満足する．

H (i)V̄ n
(j) =

{
O, i �= j

other, i = j
(6)

したがって，H と V̄ n
(k) の積はブロック対角化が成

立し，図 1に示す干渉が全て打ち消される．第 k ユー

ザのチャネル行列 H (k) 及び V̄ n
(k) を用いて所望の
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チャネル行列 H̃
(k)
を定義する．

H̃
(k)

= H (k)V̄ n
(k) (7)

ここで，H̃
(k)
を特異値分解すると

H̃
(k)

= Ũ
(k)[

D̃s
(k) O

][
Ṽ s

(k) Ṽ n
(k)

]H
(8)

が得られる．ただし，この特異値分解では以降の計算

に用いない Ṽ n
(k) を計算する必要がないため，Thin

SVD による演算削減が可能である．送信ウエイト行

列及び受信ウエイト行列をそれぞれ

W T
(k) = V̄ n

(k)Ṽ s
(k) (9)

W R
(k) = Ũ

(k)
(10)

とすれば，BD法によるMU-MIMOの固有モードを

実現でき，混信無く複数ユーザとの同時MIMO通信

が可能となる [10]．

BD法では，K ユーザ全ての送受ウエイトを導出す

るために上記の手順を K ユーザ分それぞれで計算す

る必要がある．加えて BD法では，式 (5)の雑音部分

空間 V̄ n
(k) の計算が必要であるため，行列サイズが

大きいほど計算コストが増加してしまう問題がある．

したがって，Massive MIMOでは不利である．

3. 2 一般逆行列を用いたユーザ分離手法（提案法）

BD法における Full SVDでは，雑音部分空間を信

号部分空間に対して正規直交するベクトルとして計算

するため [13]，行列のサイズによっては非常に高コス

トな演算となる．提案法では，Full SVDと比べて比

較的低演算量となる Thin SVDを用いたMU-MIMO

固有モードのためのウエイト計算を行う．

全ユーザ間の伝搬チャネル行列 H (式 (3))から，第

k ユーザに対するMU-MIMOの固有モード伝送が実

現される送受ウエイトW T
(k) 及びW R

(k) を求める．

はじめに，式 (11)で与えられる H の特異値分解よ

り，式 (12) に示すムーア・ペンローズの一般逆行列

H+ を求める [14]．

H = U
[
Ds O

][
V s V n

]H
(11)

H+ = V sDs
−1UH (12)

H+ を導出するにあたり，H の右特異行列の雑音部分

空間 V n は用いられないことに注目する．Thin SVD

による特異値分解では，V n の計算を省略するとこで

演算の削減が可能である．次に H+ を式 (13)に示す

ように，それぞれのユーザに対応する部分行列として

図 3 (H+)(k) ∈ C
NT ×NR の特異値分解

Fig. 3 Singular value decomposition of matrix

(H+)(k) ∈ C
NT ×NR

考える．

H+ =
[(

H+
)(1) (

H+
)(2) · · ·

(
H+

)(K)
]

(13)

ただし，第 k ユーザに対する一般逆行列の部分行列は

(H+)(k) ∈ C
NT ×NR である．部分行列 (H+)(k) に

特異値分解を施して各特異行列を計算する．

(H+)(k)

=
[
(U s

+)(k) (Un
+)(k)

][(Ds
+)(k)

O

](
(V s

+)(k)
)H

(14)

= U s
+(k)

Ds
+(k)(

V +(k))H
(15)

ここで図 3 に，左特異行列が信号・雑音部分空間に

分かれる行列の (H+)(k) 特異値分解を示す．図 2 の

場合と同様に，信号部分空間 (U s
+)(k) と雑音部分空

間 (Un
+)(k) からなる分解（式 (14)）を Full SVD，

(U s
+)(k) のみを計算する分解（式 (15)）をThin SVD

と呼ぶ．また，(H+)(k) の特異値分解は Thin SVD

によって，提案手法では使用しない (Un
+)(k) の計算

を省略し，演算量の削減を図ることができる．特に提

案法では，NT が送信アンテナ数，NR がユーザアン

テナ数であり，NT − NR 列の正規直交ベクトルの演

算を省略可能である．このことから，Thin SVDによ

る高い計算量削減効果が期待される．

送信ウエイト行列 W T
(k) = U s

+(k) とすることで，

ブロック対角化によるユーザ分離が実現される．ブロッ

ク対角化から第 k ユーザは，対応する伝搬チャネル行

列 H (k) と送信ウエイトW T
(k) の積 H (k)W T

(k) の

チャネルを推定する．ユーザ側は H (k)W T
(k) を特異

値分解することで，ユーザの受信ウエイトを計算する．
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H (k)W T
(k)

=
[
(U ′

s)
(k) (U ′

n)(k)
][

(D′
s)

(k) O
](

(V ′)(k)
)H
(16)

= (U ′
s)

(k)(D′
s)

(k)
(
(V ′)(k)

)H
(17)

ただし，式 (14)及び式 (15)と同様，以降の演算に用い

ない (U ′
n)(k) の計算を Thin SVDとして省略可能で

あることに注意する．(U ′
s)

(k) を列方向に反転させた

行列を W R
(k) とすることで，ブロック対角化による

MU-MIMOの固有モード伝送による通信が可能となる．

提案法では，全ユーザに対する送受ウエイトを計算

するため，式 (11)，(12)による一般逆行列を 1回，式

(15)及び (17)の計算を K ユーザ分計算すればよい．

また，導出過程の特異値分解が全て Thin SVDである

ため，少ない計算量でのウエイト導出が期待される．

4. 提案手法の性能評価

4. 1 性能評価諸元

本報告では，基地局側からユーザへの下りの MU-

MIMOによる固有モード伝送を考える．提案手法の性

能評価のための解析諸元を表 1に示す．条件 (i)同時

に通信を行いたいユーザ数及び条件 (ii)基地局の送信

アンテナ数を変化させた場合の，システム全体のチャ

ネル容量，送受ウエイト導出にかかる浮動小数点演算

回数及び CPU時間をそれぞれ BD法と比較する．

4. 2 通信性能評価

固有モード伝送における第 k ユーザの第 j ストリー

ムに対するチャネル容量は以下の式で表される [15]．

Ck,j = log2(1 + SINRk,j) (18)

SINRk,j は第 k ユーザの第 j ストリームに対する信

号対干渉雑音比（Signal to Interference plus Noise

power Ratio）である．通信性能評価に用いるシステ

表 1 解 析 諸 元
Table 1 Analysis parameters.

ム全体のチャネル容量 Ctotal [bit/s/Hz]は

Ctotal =

K∑
k=1

NR∑
j=1

Ck,j (19)

として与えられる．

図 4にユーザ数 K とシステム全体のチャネル容量

Ctotal の関係を示す．図より，提案手法と BD法の通

信性能が完全に一致することがわかる．これは，提案

手法におけるウエイトが BD法によるウエイトと完全

に一致することに起因する．このことより，提案手法

は BD法と同等の高いユーザ分離性能を有することが

わかる．

4. 3 演算量評価

ここでは，各手法に対するウエイト導出に必要な

浮動小数点演算回数及び経過した CPU時間にて演算

量の評価を行う．BD 法，提案法のそれぞれに，Full

SVDの代わりに Thin SVDを用いて計算を省略可能

な演算がある．そこで，省略可能なものを全て Thin

SVD とした場合と，全て Full SVD を用いた場合で

も比較を行った．

4. 3. 1 浮動小数点演算回数

ウエイト導出の演算量を評価するため，浮動小数

点演算回数（FLoating-point OPerations: FLOPs）

を用いる．実数の四則演算は全て 1FLOPs であ

る [16, pp.12] のに対して，複素数の加減算及び乗

算では，それぞれ 2及び 6FLOPsの演算が発生する．

表 2に複素行列 A ∈ C
a×b 及び B ∈ C

b×c に対す

る各種行列演算の浮動小数点演算回数を示す [17]．た

だし，b ≥ c である．b× c の実行列の Full SVD及び

Thin SVDがそれぞれ 4b2c + 22c3 及び 6bc2 + 20c3

回の浮動小数点演算回数を要する [16, pp.492]ことか

ら，表 2中の特異値分解の浮動小数点演算回数は全て

図 4 ユーザ数と合計のチャネル容量の関係
Fig. 4 Relationship between number of users and total

channel capacity.
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表 2 複素行列 A ∈ C
a×b 及び B ∈ C

b×c に対する行列
演算の浮動小数点演算回数（b ≥ c）

Table 2 FLOPs of matrix operations for complex matrices

A ∈ C
a×b and B ∈ C

b×c (b ≥ c).

図 5 BD 法における行列演算フローチャート
Fig. 5 Flow chart of matrix calculation for BD

method.

乗算と仮定した結果を示している．

ここで，図 5及び図 6に BD法と提案法それぞれに

対する基地局・ユーザに要する行列演算フローチャー

トを示す．なお，ウエイトを適用してチャネルを測定・

取得する動作については，ハードウェア上での CPU

演算ではないため除外した．図 5より，BD法では演

算量が比較的多い Full SVDによる特異値分解を必要

としている．更に，Full SVDを K ユーザ分繰り返し

処理が必要である．一方，提案法では，一般逆行列演

算が一回のみであり，繰り返し処理に該当する特異値

分解も Thin SVD による比較的低演算量な演算のみ

で構成されている．以上のことから，提案法では BD

法と比べて演算量の削減が期待できる．

図 7 (a)及び (b)にユーザ数に対する基地局及びユー

図 6 提案手法における行列演算フローチャート
Fig. 6 Flow chart of matrix calculation for proposed

method.

図 7 ユーザ数とウエイト導出演算量の関係
Fig. 7 Relationship between number of Users and

complexity.

ザのウエイト導出演算量を示す（表 1の条件 (i)）．図

より，提案法では BD法と比べ，基地局及びユーザ側

の双方で演算量を大きく削減できることがわかる．こ
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図 8 送信アンテナ数とウエイト導出演算量の関係
Fig. 8 Relationship between number of Tx antennas

and complexity.

れは，提案法では低演算量な Thin SVDを用い，更に

全ユーザに対する繰り返し演算処理も少ないためであ

る．また，BD法における基地局での Thin SVDによ

る演算量削減効果は小さいことがわかる．BD法にお

ける Thin SVDで計算の省略が可能な式 (7)は，行列

サイズが NR × (NT − (K − 1)NR) の複素行列の特異

値分解を計算する．式 (5)では，(K − 1)NR ×NT の

行列を特異値分解するが，この計算では雑音部分空間

取得のために Full SVDを用いる必要がある．H̃
(k)
は

H̄
(k) と比較して行列サイズが小さいことから，式 (5)

における特異値分解が計算量のボトルネックとなって

いると考えられる．したがって，BD法に Thin SVD

を適用した場合における計算量削減効果は少ない．提

案法におけるユーザが要する計算は，NR × NR の複

素行列の特異値分解のみである．表 2より，正方行列

における Full SVD及び Thin SVDの FLOPsが一致

することから，図 7 (b)における提案法の結果は同値

を示している．

図 8 (a)及び (b)に送信アンテナ数 NT に対する基

地局及びユーザのウエイト導出演算量を示す（表 1の

条件 (ii)）．基地局のアンテナ数が増加すると伝搬チャ

ネル行列の次元数も多くなるが，提案法では BD法よ

りも少ない演算量にてウエイトの導出が可能である．

表 3 シミュレーション実行環境
Table 3 Simulation environment.

特に，Thin SVDを用いた提案法の場合，基地局側で

は BD法よりも緩慢なふるまいを，ユーザ側では送信

アンテナ数に依らない低い演算量を達成している．

BD法では，式 (7)におけるNR×(NT −(K−1)NR)

の複素行列の特異値分解によってのみ計算量に差異が

生じる．図 7 (a)と同様，式 (5)の (K − 1)NR × NT

の行列での Full SVDが，全体の計算量に対して高い

割合を占めることから，BD法における Thin SVDの

計算量改善効果は望めない．

提案法では，基地局側は 1回の一般逆行列演算を実

行した後，K 回の Thin SVDを実行する．ユーザ側

では，NR × NR サイズの行列の特異値分解を K 回

計算すればよい．ユーザ側における特異値分解は正方

行列であることから，表 2に示した値より Full SVD

及び Thin SVDにて一致する計算量を示す．

以上のことから，BD法と比べて基地局，ユーザの

双方で低演算量なウエイト計算が可能となる．また，

提案法は NT が非常に大きいMassive MIMOに適用

する場合においても，BD法と比べて非常に少ない演

算回数にてウエイトの導出が可能である．したがって，

提案法はMassive MIMO におけるMU-MIMO伝送

に非常に有効であるといえる．

4. 3. 2 CPU時間

各手法に対するウエイト導出の計算機上での CPU

時間を比較するため，表 3にシミュレーション実行環

境を示す．なお，行列積，特異値分解及び一般逆行列

の行列演算にはそれぞれ mtimes() 関数，svd() 関数

及び pinv()関数を用いた（注1）．特異値分解のオプショ

ンに “econ”を指定することで Thin SVD，指定なし

で Full SVDでの計算が可能である．また，実行時間

の計測には timeit()関数（注2）を使用した．

（注1）：線形代数 - MATLAB & Simulink - MathWorks 日本，
https://jp.mathworks.com/help/matlab/linear-algebra.html,

(参照 2020-02-10)

（注2）：パフォーマンスとメモリ - MATLAB & Simulink –

MathWorks 日本，https://jp.mathworks.com/help/matlab/

performance-and-memory.html, (参照 2020-02-10)
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図 9 ユーザ数とウエイト導出に要する CPU 時間の関係
Fig. 9 Relationship between number of users and CPU

time required for calculation of weight.

図 9 (a) 及び (b) に表 1 の条件 (i) における各手法

に対にするユーザ数 K と基地局側及びユーザ側に要

する CPU時間の関係を示す．提案法によって基地局

及びユーザの双方に対する計算時間の削減が実現して

いる．また，Thin SVDによる計算時間の削減効果が

基地局側の提案手法において効果的であることもわか

る．したがって，ユーザ数が増加するMU-MIMOに

おいても BD法より軽量な演算にて固有モード伝送が

実現される．

提案法における図 7 (b) と図 9 (b) の Full SVD と

Thin SVD の結果に差異が生じている．理論上の

FLOPs では計算量が一致しているが，実験的な結

果となる CPU 時間では Full SVD のものの計算量

が多くなっている．Matlab 上において Full SVD と

Thin SVD は，用いられる特異値分解の最適化が異

なっていると考えられる．基地局アンテナ数 NT が

256であり，提案法では NT のサイズに依存する特異

値分解（式 (14) や式 (15)）を実行した．実行時間測

定プログラムでは，その直後に式 (16)や式 (17)の特

異値分解を計算する．そこで，直前の演算の最適化の

影響を受けているため，図 7 (b) と図 9 (b) における

提案法のウエイト導出の CPU時間に差異が生じてし

図 10 送信アンテナ数とウエイト導出に要する CPU 時
間の関係

Fig. 10 Relationship between number of Tx anten-

nas and CPU time required for calculation

of weight.

まったと考えられる．

図 10 に，ユーザ数を固定した場合の送信アンテナ

数 NT と基地局側及びユーザ側に要する CPU時間の

関係を示す（表 1の条件 (ii)）．提案法では，基地局・

ユーザ側の双方において，BD法よりも少ない計算時

間でウエイトの導出が実現している．特に基地局側に

おいて，Thin SVDによる高い計算時間削減効果が確

認できる．送信アンテナ数の変化に対しても，提案法

は BD法よりも緩慢な変化を示している．

提案法における図 8 (b)と図 10 (b)の Full SVDと

Thin SVD の結果に差異が生じている．この結果も，

先の図 7 (b)と図 9 (b)と同様に，同サイズの正方行列

の特異値分解に対して FLOPsと CPU時間の間に差

が生じている．基地局アンテナ数 NT が 256 より少

ない場合と 256以上となる場合で，計算量が増加して

いる項目がある．図 10 (b)における BD法及び Thin

SVDを用いた提案法では，Full SVDを用いた計算が

存在する．このことから，Matlabにおける Full SVD

はその行列サイズによって演算の最適化手法を切り替

えるものと考えられる．また，提案法の Full SVDと

Thin SVDの CPU時間の差についても，図 7 (b)及
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び図 9 (b)と同様に直前の計算機上での演算の影響を

受けていると考えられる．ユーザが自身で演算する場

合，直前の演算などは存在しないため，Thin SVDを

用いた結果の値が適切な CPU時間と考えられる．

以上のことから，提案法は基地局アンテナ数が膨大

となるMassive MIMOにおいても有効な手法である

といえる．

5. む す び

本論文では，大規模な下りのMU-MIMOにおいて

課題となるウエイト計算の演算量を軽減化する手法

を提案した．具体的には伝搬チャネル行列の一般逆

行列を軽量な Thin SVD を用いて特異値分解するこ

とで，MU-MIMO の固有モード伝送を実現する基地

局及びユーザのウエイトを求めた．提案法における

MU-MIMOのユーザ全体のチャネル容量，ウエイト導

出に要する浮動小数点演算回数及び CPU時間を BD

法と比較した．

提案法は，BD法と同等のMU-MIMOの通信性能

を達成した．つまり，提案法と BD法は完全に一致す

る送受ウエイトを導出可能であるとわかった．更に，

基地局，ユーザ側の双方において浮動小数点演算回

数，CPU 時間の両方を大きく削減可能であることを

示した．また，提案法はユーザ数や基地局アンテナ数

の増加に対する計算量の変化も緩慢であることが示さ

れた．以上のことから提案法は，アンテナ規模が非常

に大きくなるMassive MIMOにおいて，非常に有効

なMU-MIMO制御手法であることを示した．
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