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線形Diophantine方程式の任意非負整数非同次解の Generators
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Given the following system Ax = b， Aεzmxn， bεzmxl. This system 日calleda linear 

白血omogeneousDiophantine system， written in matrix form. Theories of systems of linear Diophantine 

equations can be found in [NEWM72]. They give necessary and sufficient condition for the existence of 

an integer solution x εZl1
xl in case the system is cons日t.官18廿fonnulationsinvolve finding 

unimodular matrias， U and V ， such血atUAV 白 adiagonal ma凶xo叫旦 morer陀es鈎h凶.ict肘i町vely抗i 

m 吐也1eSmith normal fc島onnofthe c∞oe伍.cientma油b凶ixA. Ac∞omput句atiωonall勿yf島b凶~垣証ble pro陀脱c叩edure

f伽Oωr仕由1eg伊e町en聞1

system Ax =oml has been presented in [KRUα7]. In this paper， based upon the results of Levelか2

[NIKA61]， the genera1 form of arbitrary nonnegative integer solutions x二 LαiUi十Lβ/1YjGZ13

on Ax = b is presented in each of Level 4、5，and 6 by showing the generators 11 iεz;;rd for 

homogeneous solutions such that AUiご omxl，i E 1(/)、andthe generators F j ε z~~ for particular 

solutions such that A V j = b、jε 1(k) . Computational procedures for finding generators in each level 

are briefly discussed 

Key worlゐ Diophantinesystems， nonnegative integer ωlutions， invariants， particular solutions， 

reachability， Petri nets. 

らを同時に求める新しい計算法を論じてし、る.
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1. まえがき

Ax = b (A E Z"似 n，b E Zmxl)の XE Znxl は線形非同次

Diophantine方程式の整数解と呼ばれている[KRUα7]，

[DESE96].更には，Ax=b (Aεzmxn， bεZmxl)の非負

整数解xeZNは古くから種々の分野の基本的な問題に

現われ，整数計画up)問題とも関係が深い.特に，同次解

はインバリアントとも呼ばれ深く研究されているが

[KRUα7]，例制こっしては余り明らかにされてし、なかっ

た[MATSOO-2].本論文では，レベル 0-2の成果

[NIKA61]に基づき，レベル4，レベル 5，レベル6に

Axご bの非負整数非同次解XGZ53の一般形を同次解

と特解の generatorを与える形式で示すとともに，それ

離散事象システムのそデ、ル化法の有用なものである

べトリネットの挙動解析法の 1つに， 上述の方程式の

非負整数非同次解xeZ33 (すなわち， トランジシヨ

ンの発火回数ベクトル)を基本とするものがある

[MURA92].しかし，この解にはペトリネットの発火条

件が陽に含まれていないため，解の実行可能性をチェ

ックする必要がある.また xεZ認が実行可能解で

も， トランジシヨンの発火!順11順|偵員序が明示されていなしい、O

*電気・電子工学科

* Dept. of Electrical and Electronics Engineering 

一

る非負整数非同次解xεEZ対を有有.限個の 8伊e即削Oぽrで表

現しし，解の実行可能性の判定と発火!順順序系列を具体化

すす噂ることが強く望望A まれている.本論文ではこのための

generatorを具体化している(本論文では，各レベルに

おける特解をも明示し，基本特解なる概念、を新しく導

入している). 

本論文の構成は 2節が準備であり， 3節では，既知
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のことであるが，後半の基礎としてレベル 0・1と0・2

がまとめられている.また 4節ではレベル1， 2の

generatorを基本事項としてまとめている.ただし，レ

ベル 0・2，1， 2で同次解と特解を同時に求めるために

Ax二 omxlの解法をAX'= Omxlへ拡張していることは本

論文の主張点の 1つで、ある. 5節では，レベル4-----7

のgener剖orを段階的に与えている.6節はレベル 1'"'"'7

のgener羽orの相互関係を， 7節はレベル6のgenerator

の求め方とレベル6の generatorからレベル 5，4の

generatorを求める方法を示している.

2. 諸準備

R"，X1l 実数を要素とする mxn次行列の集合，

RZUft; 非負実数を要素とする mXI1次行列の集合，

Q"，xn 有理数を要素とする mxn次行列の集合，

Q~;:' 非負有理数を要素とする mxn次行列の集合，

zmxrl 整数を要素とする mxn次行列の集合，

zzuz; 非負整数を要素とする mxn次行列の集合，

以上で，Rmxn

コ R~~n ， QmxllコQz:t，Zm川コZ35n，

R附 tコQ"，Xf/コzmxrl~ Z;:;:'， RfWJ'1コRmfコQZrz'コzt::/
であることに注意されたい.

1 (k) := {1， 2， .・" k};インデ、ツクス集合，

E"，xm mxm次単位行列，

omxn m x 11次零行列，

1
1X1l・=[1，1，…， 1]， 

x(i) :例えばxε RI1x1の第j要素を意味する，日1(11).

ベクトルの不等 式 の 表 示 法 を ， 列 ベ クトル

X工作(1)，'.¥x(n){とy= (y(1)，...，y(n){の関係に代

表こさせて示しておく.

x > y <=> x(i) > y(i) Vi E 1 (n)， 

x註y<=> x(i)ミy(i) ViEI(n)， 

Xミy<=>xミ;;y，かっ，ヨiE 1(11) s.t. x(i) > y(i) 

本論文で用いる解の定義を明示しておく.

① Ax=bの向次解 ，mxn次行列 A，mxl次行列

b = Omxlのときのnxl次行夢'1xを同次解と呼ぶ.

②Ax=bの非同次解， mxn次行列A，mxl次行列

b 7:-omxlのときのnx1次行夢IJxを非同次解と呼ぶ.

③Ax=bの特解;各レベルにおいて，非同次解が同次

解を含む和形式に表せないとき，その非同次解を特解

と呼ぶ.仔江KA61]

④Ax=bの基本特解;各レベルにおいて，特解が他の

特解との和で表現されないとき，その特解を基本特解

と呼ぶ.

⑤レベルとは表 2のように generatorと展開係数の属

性を制約したときの計算複雑度を示しており，大きな

数字のレベルは複雑度が増す.

3. Ax=b (Aεr開 ，bEK'吋)のxεR
nxl

または日明;

レベル0・!fNlKA61]，[FURU59]， [MATS97] 

Axニ b(AεR
mxn，bεR

mx1
)の XE R

nx1 

① X E R"xl の存在条件;次の各命題は互いに等価

である，

(1) Axニ b(AεR
mxl1

. bニ R
mx1

)に実数解xεR
lIxl 

が存在する.

(2) p == r ; r:= rank(A)， p := rank[A，b] . 

(3) bo = O(m-r)xlである ;bo := b2 
-A
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rank(A) = rank(Al) = r . [FURU59] 

表1. n俳1の変数をもっm佑!の方程式からなる連立線形方程式 Axニ b

Table 1. Svstems of m equations in n variables、 Ax=b

Re1atioll'31中 ~twænm Rank(A)ニ r
Solutions to Ax = b andn Rank[A， b] = P 

r<m<11 r学 p No solution 

m<11 r <m <11 r=p Infinity of solutions 

r二 m p must =r Infinity of solutions 

r<m r学 p No solution 

m二 n r<m r二 p Infinity of solutions 

r =m=11 p must = r Unique solution 

r ~五 l1 <m r学 p No solution 

m>n r<n<m r二 p Infinity of solutions 

r二 11 r=p I Unique solution 



(4) AT y :::: Onxlの任意の解y豆omxlに対して，

Y1b二 Olxlとなる. [MURA92] 

(5) Ax:::: b (b;t: OmxJ )が解をもつか，または，

yTA二 Olxn，yTb::::λ;t: 01xlが解をもつかの必ずど、ちら

か一方だけが成立する. [HU69] ・
② xεR

nx1の鼻般形;

Xニ XHOl+xpOl EミR献

ll-r 
XH01 -玄α《 εR1'lxl αtGRlxl，i G I(n-r)， 

U; E U01 := {UiεR"
xl I AUj

ニ Om×l
，tε I(n-r)}，

'01ヌ IUod::::n-r， 

XpOI ==νε R"xl 

九1.二 {νER
nxl 

I Aν:::: b} = {ν}，k01 :=IVod=l， 

ここで、 Ui，Vを問形解として示すと，次のようになる

!一A
1
-1
A2 ιR川ト[じ1いJ列与引1，川，11勺2，...，Utl一r] こ[ドM叫川Ii] ニ

l ιE(1l、べ引判(ο何11川 n 一r吋)I 
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ただし， r:二 rank(A)二 rank(A1)とし、 A，bの分割は①

の(3)とする.

③ Remarks 0・ 1; 

(1) VεR
llxlは特解=基本特解であり，一意に決まる.

また，kOI= IVod::: I{ν}卜lである.

(2)①のm，n，r，pと解の存在性との関係、は次の表 1

のごとくで、ある. [MATS97] 

(3) Ax:::: b の xε R"
x1の generator(U01， VOJ) は，

Ax = Omxl(Aご [A，-h]εRmx(tI+l))のIri1次解xεR(1l+1)xlを

ガウスの消去法(行基本操作の繰り返し)で求めるこ

とから，同時に得られる.

rank(A)こrank(A)ニ rank(A1):::: rank(A1)二 rとし，

[戸げヲ
~-l 伊刊什昨肘川ト円川r)

，11防う 与訓礼引H二~[γr 抗
l 付

一~Aj孟一l 百昨r付ゆ桝)片州×刈(t1i件附川ト付川r付)
11 ~ At 1 

ぴ
n砕肘ト付r巾 ぴ砂川刈桝榊刈抑判F併朴仲

Al :::AIわ，A2之 [A2，一hJJ，A3 ::: A3， A4 ::: [A4，-h21. 
したがって，為 =XlefFl ， h ニ [x~' ， x(n+l)f ER(n+l-rjxJ 

と表現して，上式から次式が得られる.
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証正=omxlの同次解正ιR(1l+1)xlの generatorで，第

(n + 1)要素がzeroであるものから第(n+ 1)要素をす

てて得られる {lIiE R
nx1 

，iεI(n-r)}がU01であり，第

(n + 1)要素が 1であるものから第(11+ 1)要素をすてて

得られる {νεR
nx1

}が九lである.

また xεR(1l+1)xlで正(n+ 1) = 0に設定し，第(n+ 1) 

要素をすてれば，Ax=bのすべての|司次解が 1.1;E R
llxJ 

の 1次結合で与えられ，また王(n+ 1) = 1に設定し，第

(n + 1)要素をすてれば，Axご bのすべての非同次解

x εR
tlx1が同次解L乙rαjl，(

iεR
tlxl と特解 VER

llxlの

和で与えられる ([α1，α2，..¥内」r11こらである〉ここで，

特解νは基本特解νの凸結合となっていることに留意

されたい.

以上は，理解を容易にするために，すべてを問形解

として示したが，数値的にガウスの消去法を用いて，

generatorや解を求めることが有用である.

ω(3)の(*)式の第<2，2)部分零行列o(m-r)x(n+l-r)の最後

の列は-bO:二一(b2-A3A1
-1 b1)ι

R(m-r)xlであり，それが

零列ベクトルとなる.すなわち，この手順は①の(3)に

よる解の存在条件をチェックしていることになる.園

④ [例0・1](レベル0・1の例題)

凶 1のA，bをAε R
4x7_ b E R

4x1とみなして，xεR
7xl 

のgeneratorを求める.

このとき n-r二 7-3ニ 4であり，向次解の generator

U01 ={ぃR
7X1

，iEI(nーイと 1個かつ一怠な特解

V E R7x1
は次のごとくになる.

U1
:二 (0.5，1O，IO，lO，O，O，0)T，

112 
::: (0， -1 .0，0， 0， 1.0， 0， O)T ， 

U3 = (0ヲー1.0，-1.0，0ヲ0，].0ヲol，

U4ニ (0.5，lO，O，O，O，O，10)T，

V = (0.5， 1.0， 0，0，0，0，0/. 

この例での Ax= 04xlの向次解正εR
8x1は，

_ 
，1 

X :::(ーα1+一 αA十一α
ー
α1一 α今一 αl+αA +α《 αE一 α亙、

2
1 

2 
-. 

2 
-'且且 J

α1、α2，α3'α4'αsl

となる-as =0とし，第 8要素をとったものはAx:::b

の同次解XHOIモR
7x1

のすべてを， α5こ1とし，第8要素

をとったものはAx:::bの非同次解XpOIεR
7x1のすべて

を与えており，このときのxニ XHOI+ XpOI E R
7x1をパラ

メータ化解と呼ぶことにする.レベル 0・1，レベル 1，レ

ベノレ2では基底の数や特解の数は既知であるが，レベル

0・2とレベル3以上で、はそれらは-骨交にはじめから与

えられない.後述の例0・2，例 3'"'-'例7のgeneratorの極
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大集合の検証に 1-.記パラメータ化解を汗iし、ている.記

号に際jする泌再しをさけるために，以後の例題では，こ

の例にお'JるαJ=久 α2= t，α3コ u，α4ご¥1， α5二 W なる

[~t換したものをJHし、ることにする.

また， U01 と V を用いて，任芯:の非~iJ次解は(立)のご

とくに与えられるが，その具体例は次のごとくである

Xご(-0.5，0， -2.0、 1O，O，lO，-10)1

二一111+113 --114 +νεR
7xl 

ここで w=的 =1のもとで，sコ α1= 1， v ==a4士一l、

t=α2ご0，11=α3= 1となってし、る.

I 2 -1 0 0 -1 -1 0 I 10 

10 .-1 0 0 -11 1 ) 
A =1 1 b =1 

1 0 0 -1 0 0 1 1 0 

1-2 0 0 0 0 ) I 1-) 

(a) 4x 7 coe伍cientmatrix， (b) 4 x 1 torced term matrix 

図 1 例 0・1，イダijO・2，fダij1，例2，例3のための線形

方程式Axニ b

Figure 1. Ax二 h System of linear equations for 

Examples 0・1，0之， 1，2， and 3. 

レベル 0・~ [FURU雪月、 [MATSOO-2]，[NIKA61] 

Ax :::: h (A E RmxII ， hεRmxl)のXEIt;; 
① Xe RJ11jの存在条件;ゆくの命題はh_し、に等価であ

る.

(1) Ax土 h(A E Rnrxn ， b E Rnrxl )が非負実数解xεR討
をもっ.

(2) (Minkowski-Farkasの補題[NIKA61])!rlj次線形不

等式ATy三ぴ吋の任怠の解yεH凶に対して， yTb主主 Olxl

となることである.

(3) ③ の Remarks 0・2 の (3)の LP 表 現式が

.502 = (k02 +/02)個の最適非負実数解XE R:~，~I)xl をもっ.

[MATSOO-2] 

② xεRNU) 般形;

Xニ xm2+xmelffd，

XHOω2 =エとlραj1l叫tεRZ広ωLU!，α叫1εER以， i民εI叩(1んらωOωω2ジ)，
u叫tεEUωOω2 ニ {川u叫jERωzω州3引IAu;二斗Om似ベt似X

102イ1021，

XP02=Z21βyVjGRWJjζR品、jE I(k川 Zj:lβ/ご 1，

ν/ε 九2:= {Vj E R対IAVj =b，jεI(k凶ヲ k02= I Vr)2 I 
r :::: rank(A)， 102ミn-，.， k02註1.

③ Remarks 0・2; 

(1) U02
ご{UjεRM，iGI(ω)を非負実数|司次解の

generator， V02ご{勺 εRZ;J、jE l(ko2)}を非負実数特解

の generator とWf-去にこのとき ，/02ミn-，.，1<02 ~ 1 

(b:f:. Om~l) で、ある.

(2)A14i=oml を満たしている非負実数同次解の

generator “叫 εRl号、jε 1(102)' (すなわち， U02)"は，

次式のように Ax=On川の LP解法で求・められる.

minimize(z::: Olxぺ x)

，

d
v
 

〉

F

J

A

H
丸
庁

、J1，，aa ε
 

X
 

つ、、.
品
川
げ

寸

I
l
l
i
-
-
-

l
 

×

E
且

m

ド

ハU
E

I

「
l
i
l
i
-
-
-
L

一一x
 

寸
l
i
-
-
i
l
l
J

A

M

 

2

・a

「

t
i
l
i
l
i
-
-」。

ゐ
E

・‘
&-t c
 

e
 

M
吋u

 

F
3
 

したがって，1:式が形成する lf¥j多{面体の端点数を 102と

すると ，1，川町)21となる [MAT跡 1]

(3)A17=bを満たしている非負実数特解の generator

“非れ実数某本特解 ν/ε R~~ ，j E l(ko2)， (すなわち，

~()2) "は，次式のように Axごb (すなわち，是正 =omx¥

の証=Zmx(tl+l))に対する LP解法で，U; E以前i= 1(/02)) 

とともに同時に求められることに僧Jなされたい.

minimize(z = Olx(tl+I).正)
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ただし， A:二 [A、-b]εzmx仰のである.

L式の形成する{lj多l面体の端点数を 0502とすると，非

負実数基本;特解の数k02は次ょにで、与えられる.

k02 ::: S02 -/02 

ここで， 上記 LP表現式の S02個の最適非負実数解

正εRVFl)×lを吟味しよう.まず，k02個の非負実数基

本特解九2二 {VjE I(~~ ， j E I (k02 ) }は，正(n十1);t:Olxlで

ある k02倒の非負実数解正εRU7l)〉〈lの第 (11+ 1)要素，

正(11+1)，を単位になるように全要素を調整した後 X

から第(11+1)要素，正(11+ 1) ，を除去したものとして得

られる. (このことは， HRM，hRWl)×lを考えてい

るのであるから，常に可能で、あることに注意された

い.)また，正(n十 1)=0
いlである非負実数解EeRWlMは

102例存{Eし xから正(n+1)を除去して得られるもの

が非負実数|司次解の gene附 orU02:= {uj E 1<~~1) ，i E J (102)} 

で、ある.開ATSOO-l][MATSOO-2]. 

(4) 102 > n-rのがijが存在することは④の例 0・2で

与えられている.

(5) xER~~ の導出アルゴ、リズムは(3)の Ax=b (すな

わち，Ax = Omxl)に対する LP解法による generator(U02 

と九2)の導出アルゴリズムで十分である.このとき，

U02 と ~()2 が同時に求められることに儲，意されたい..

④ [Wlj 0・2](レベル0・2の、ための例題)

凶 lのA，bをAER
4x7

，bεR取!とみなして， xeRZJ 

の generatorを求める.このとき， 102二き >4二11-r，



S02 = 7， k02 = S02 -102 = 7 -5 = 2となる.まず，非負

実数1~11次解の generator U 02 = {U jε R~~ ，i E l(llω)}と非

負実数特解の gene胤 orV02 = {VjεR，?;;J .， j E 1 ( k02 )} 
は，具体的には，次のごとくになる.

1/J二 (02，O，O，O，0.4，O，0.4)1，

112 = (0.2， 0， 0， 0.4， 0、0.4，O)T，

113 = (0.143， 0， 0.289， 0.289， 0.289， 0， O{ ， 

1/4ニ (0.2，0.4， 0， 0，0， 0、0.4)T，

U5=(0 143，0.289，0.289，0.289，O，o，O)T， 

V1 = (0.5， 1.0， 0、0，0，0，O{ ， 

V2 = (0.5， 0， 0， 0， 1.0， 0， ol . 
次に，U02と九2を用し、て，与えられた非負実数非同

次解xεR;3を合成する

X二 (0.643，1.0、0.289，0.289，0.289，0，ol
5 2 

= 1/" +ー仏+-)7.，J 

7 
1 

7 '-

ここで， α1=α2=α3=α4 =0，α5 = 1，β1 = 5/7， s2 = 2/7 

であり， xddrは例 0・1で、Sこい0.289，ドν=0，W 二 l

とおいたもので、ある.

L記のxεR;4.の表現は②の

4 . Ax = b (A E Qn1XfI .， b E Qmxl )の XE(!がlまたは

Ax=h (AεznlXfI Cgm".， bEZ'凶 cQ'凶)のxεznxl

レベル 1 [DESE96]， [KRUα7]，[MATS97]， [NEWM72] 

Ax = h (AεQmxlI， hεQmxl)のXEQ"Xl

① X εQ"xlの存u-:条件;

レベル 0・1の①での実数演算を有坪.数演算としたも

のであるが，例えば，レベル 0・1の①の(4)を乏し、換え

ると次のようになる.

‘Ax = b has a solution X εQ"xl if and oruy if 

yTd = 01xl for every y E Qmxl 刻 is今ingyTA = 01x1l " 

② x εQ"xlの一般形;

X=  XHl +Xp1 εQ"xI， {巧1 1 4α;11 モQnxI，ai E Qlx1， i E I(n-r) 
U

jεU1:ご{1IjεQnxl I AU
j 
= O"，xl ，iεI(n-r)}， 

11寸Jd=n-r，

fXIl二 VE Qnxl 

円斗問。lIx1I Aド b}={v}，k1斗円!= !{ν}j=1、

r :== rank(A) 

③ Remarks 1 

(1) "ε Qflx1は特解=基本特解でありィ・意に決ま

る.また，kl :=¥.ハトItν}I= 1である

(2) [DESE96] に b=Md-M。εzmx1cQmxI， 

Md，MoεZおlの場合のxεQflxlの存在条件が次のよ
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うにmod(O)インバリアントを用し 1て与えられた.しか

し これは上記①そのものであるが，レベル 2 の③

Remarks 2の(3)と対比させる‘ために示していることに

注意されたい.

x εQ1/xlが存在する.。 yTMo二 yTMd ¥;j mod(O) 

P -invariant y εzmxl 

(3)レベル 1の連続緩和l問題はレベル0・1である.

(4) (3)の理由から，X εQnxlを求めるための計算アル

ゴリズムは，有理数演算のもとでのガウスのアルゴリ

ズムまたは閑形解で十分である.

④[例 1] (レベル 1のための例題)

凶 1のA，bをAεZ4汀 C Q4x7，bεZ4xl C Q4xlとみ

なして、 xεQ7xlの generatorを求める.このとき，

n-r=7-3=4となる.まず，有理数|司次解の generator

U1
ご{U

j
EQ7xI，iE/(n-r)}と 1個かつ一・意に決まる

有用数特解 νεQ7xlは次のごとくになる.ただし，

UI ， ~í はこの例ではレベル 0・ 1 の U01}T01 (例 0・1参照)

を有理数表現したものとなる.

町 二 φ1.l，O，O，O{， 1句4勺2二 (ゆ似引0札舟いパ一斗1.0.0ω叫仰山1，叩仰，ρ仰0ω0)1

Mμ的干山‘3=バ3戸バ=寸(川一-1州 ρ刈l，U4ごい，0101)1，

ド (jwm)T

また，分解または合成例は

X = (3/4，0，0、1，1/2、1，-112)1'

= Ul +-11.， +111 --1/，1 +ν 
且 2 ~ J 2' 

であり， α1二 α3ご1，α2ご1/2，α4-一1/2である.xεQ7xl 

は例 0・1において

s=u二 w=1， uニ 112.Vニー112に選んだもので、ある.な

お，例 0・1のxεR7x1の分解例を有埋数表現したものも

レベル 1の分解例となっていることに注意されたい.・

レベル2 [KRUα7]，[KANN79]， [NEWM721， [DESE96]， 

[MATS97] 

Ax = b (A E Zmxn， b εzmxl)のXE Znxl 

① xεznxlの存在条件;

“Let AEZ献 11 and bεZnrxl . Let S = QAP be the Smith 

norma1 form of A ， and let sll，"'， Sααbe the elementary 

divisors of A . Define b = (b(I)，.. .，b(m){ニQb

Then Ax = b has a solution X εZllxl if and only if 

(i) Sjj is a divisor of b (j)おr1 ~五 j 壬 α ， and (ii) 

b (J) = 0 for j >α" 

② x εZllx1の一般形;



)
 

(
 

ro 

X = X/-I2 +Xp2ζZnxi， 

( 匂 2二日 εznxl町 EZ1x1，iEl(n-r) 

lI
i
εU2 :二 {lIjE Z"xl / All

i 
= O"，xl司 Jε l(n-r)}、

ん:=IU2トトr，

{り2二日xl

九:ニ{VEZ
llxl

/Av=h}二いリ2'二|九|ニ 1，

rヱ:rank(A) 

③ Remarks 2 ; 

(1)1 レベル 2の )i程式は，“ Systems of linear 

Diophantine equations" とr=Iわれているものである.

(2)νεZ1/xlは特解=広本特解でありなに決まる.

また，k2 :=1九卜l{v}1= 1である

(ω3ω)[ωDESE96ω] に h=Md 一Moε z"州似川l¥ヲんM(久4

の場合の角解卒 Xεzll似川x刈dのイ存子イ紅正条件が， mod似(kめ〈寸)インパリア

ントを丹用jいて与えられた.

x εznxlが存在する.oyTM
o
ごY1Md(mod(k))，

k孟2，¥f mod(k) P --invariant y εZ
"，xl 

(心レベル2の連続緩和問題はレベル 0・1であるが，

(5)のように注怠を要寸る.

(5)レベル2のインバリアントの効率良いアルゴリズ

ムは [KANN79]で modulo演算を汗jし、て与えられてい

る(言わゆる，AのHermite-SmithiE準形を求める際に，

インバリアントが生成される [DESE96]).基本特解は

1個のみでかつ¥むであるが， レべル 0-1を有有'ji用E数i演寅

算で求めても

がある. 朽例1リ~Oか-1 と(秒例夕ダ訓列}リiJ2 参照. したがって，U2とんを求

めるためには[KANN79]のアルゴリズムをAへ拡張す

る必要がある.このとき ，U2と九が同時に得られる

とし 1う手11点が生じる.

(6)①の諸定義， mod(k)インバリアント等の定義は

[DESE96]， [KRUα7]， [KANN97]，例EWMη1，加ATS99]

を参照されたい.

④[例 2] (レベル2のための例題)

図 1の A，hを AιZ4x7、bE Z4xl とみなして，

X E Z7xlの generator を求める.このとき，

n-r=7-3=4となる.まず，整数同次解の generator

U2:::: {ujεZ7×ljε J(n-r)}と整数特解νεQ7xlは次の

ごとくになる. しかし，レベル 0・1，レベル!の

generator ( U 01， V() 1 ，U 1 ， 1~ )と比較すると，レベル 2の

ν， 111， u4のとりかに変化が生じている.ただし，

12こん =101ニ4，k2二klニkOIニlである.

U1二(l，2，2，2，0，0，1)T， u2二(Ofl，O，O，l，O，O)T

U3 = (0，-1，ーl，O，O，l，O)I，M4=(01← 1，-1、O、O，l)I，

V二(0，0，ー1，-1，0，0、O{.

また，レベル0・1の④の王εR8xl
で(すなわち，例0・1

で)w=α5 = 1， S::::α1 =0， t=α2 = 1， U =α3 = 1， v =α4 :::: 1 

のときの非同次解 XεZ7xl は xこ(1，O，-I，O，l，l，ll

=: 111 +U2 +113 +U4 +νのように generator U2 と

ら={けを用いて分解または合成される.ととで，レベ

ル 2 の②での{らによる展開係数 q は

αα2ご町二α4= 1となっていることに注怠された

い.比較のために同じ XεZ7xlを レ ベ ル 1の

U1 二 {Uflヘ…， u~1)}と町二{ν(I)}(例 1参照)を!日いて表わ

すと ， X =: (1，0，ー11111)I =u;l)+tt;l)+叫1)+ν(1) 

(αjl)ご仏外1)ごajl)::::α;l)こりとなることに注意された• 
5. Ax = h (A E QmぺbE Q"，xl)の XEα;3または

Ax=h (AEZ
f1Wl 

Cグペ hEZ"，，1C σ“)のxεZお

レベル QAx =: b (れ Q"'ぺbE Qmxl)のxεQW

① xεQ33の存在条件 xεο討が存在するための

必要卜分条件は，次の証 εzmx(1l+1)に対する LP(線形計

l向)表現による.'1.'3ニ(k3十九)個の最適非負有珂二数解

正εQWl)xlが存紅することである.

minimize (z = 0Ix(
1/+1) .正)
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ただし，S3個の正 εQWl)×lから U3(ん個の IIjεQW)

と片付3=勾ーん倒の νjE Q~~)を求める手)11ftは， レベ

ル 0・2のRemarks0・2の(3)と同様にして符zられるもの

(ただし， RW→Q3?として)である.ここで.¥'勺3は

L印P表表4 現の市制lリj約式で

る.

② xιQWの」般形;

X 二 XII3+ Xp3εQpj， 

(叶αuε凶刊 iE 1(13) 

叫 ε(/3斗 UjεQZZlA叫 =omxl，jι1((，)}ゐ:=Ilら|

Xp3 二 zilわ j εQ31βjεQ同 /ε103)， zilβ~ = 1， 

Vj E 1~1 :={ Vj・ ε Q~~ / A Vj = b， i E / (k 3 ) }、 k3 サ~11
r 二 rank(A)， んミ~n-r

③ Remarks 3 ; 

(1)レベル 3の連続緩和問題はレベル 0・2であり，①，

②はこのことに基礎がおかれている.すなわち，

A = [A， -h] E 
Zmx(lI+l)に対する LP解法で[13と月がrtiJ

H寺に求められることに留意されたい。また，lhはU02



とともに Fourier-Motzkin 法でも求められるが，

j εzmx(n+l)に Fourier-Motzkin法を適用すれば，U3と

V3が同時に得られることにもなる.

(2)ん>n-rの例が存在することは④の例 3で与え

られており，その例で、はk?， > 1ともなってし、る.

(3)①は， レベル 0・2の③の Remarks0・2の(3)を有

理数演算のもとで行うことに相当する. したがって，

S3こ S02' 13二102，k3ニ k02である.

(7)ペトリネットに関する諸定義は[MURA92]を参

照 されたい.

④[例3](レベノレ3のための例題)

図 1のA，bをdεZ4x7 C Q4x7， b εZ4xl C Q4xlとみ

なして， XeQUの generatorを求める.このとき，

13 = 5 > 4 = 7 -3 = n -r， s3 = 7， k3 = s3一九 =7-5=2

とな る . 非負有理数同次解の generator

U3 = {uj E Qお，iE I(ん ) } と 非 負 有 理 数 特解の

generator 月二 {νiE Q ~~ ， j E 1 (k 3) }は次のごとくにな

る.ただし ，U3，乃はこの例ではレベル 0・2の

U02'九2(例0・2参照)を有理数表現したものとなる.

，1 _ _ _ 2 _ 2，7' ，1 _ _ 2 _ 2 _，7' 

U1 = (-:-， 0， 0， 0， ~， 0， ~y ，U2 = (-:-， 0， 0，ー， 0，一，oy，'5 -- -5 --5 耐 5- -5 5 

1 _ 2 2 2 _ _，7' ，1 2 _ _ _ _ 2，7 

lh， = (一， O，~，一，一 ， o， oy ，U4二(-:-，一， 0， 0， 0， 0， -=.:-y ， 7' -7 . 7 -7 - ~ '5 -5 

1 222  
5二(ー，ー，ー，ー， MO)1，町二(ι刊州日)1'， 

7-7-7-7 乙

V2=(joM1川 T

xεQぷlの分解例を示す.

l' 3.  2 
X = (3/5， 4/5， 0，0、2/5，0，1/5Y=-:-U4十一Vl+一円

2 ~ 5' 5-

α1=α2ご α3=α5 = 0，α4 = 1/2，β1 = 3/5，β'2 = 2/5であ

る.また，例0・2のxeR;;jを有理数表現したものもレ

ベル3の分解例となっている.

レベル1[KRUC87]， [MATSOO-2] 

Ax二:bいεzmxリ εzmxl)の XEZおただし， レ ベ

ル 3で更に Uj，VjεZ討を要請したものである.) 

① xεz;zdの存在条件;

x GZ37が存在するための必要十分条件は，次の F

(整数計画)表現による S4= (ん+ん)個の最適非負整数

解正 ιziul)×lが存在することである.

“Minimize (z = olx(n+l) .王) for 'X(n + 1) = Olxl， and 

minimize (z=[Olxn，llXIIIXTラ(王(n+1)一1)t=王(n+1) -1) 

for x(n + 1) 7:-Olxl 
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正(q)εzμqε l(n+l)." 

S4個の正 εZWl)×1から [14(14個の町 εZ14)と

九(k4寸 4-/4個の VjεZZJ)を得る手)1頃はレベル 0-

2の③の Remarks0・2の(3)と同様にして得られるもの

(ただし， R13→zW)である.ただし， S4ゐ・3である.

83はレベル3で定義されたものであり，
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X川 =L~~lαt叫 εQZX! ， αJ GQbLMI(ん)、

叫 εU4:={UjεZ33|A叫 =omxl， ε1(14)}，

14 :ニlu41
Xp4 = 4~l月Vj E儲;，為 ε似 ，jεI(k4)，Z:~Ißj = 1， 

Vj G九:ニ{νjE Z~~ I AVj二 b，i E 1 (ん)}， k4 :=1九|
rニ rank(AAんこん孟n-r，k4ミk3

③ Remarks4 ; 

(1)レベル4の連続緩和問題はレベル 3であり，レベ

ル 3の連続緩和問題はレベル 0・2である.レベル4と

レベル3の問には非負基本特解に関して大きな差異が

あることに留意されたい.

(2)ん=ん ，k4主主k3である.k4 > k3の例の存在する

ことは，④の例4に与えられている.

(3) 14 =んの理由は次のごとくである.レベル3と4

でb ご omxl とすれば X ご Xf{ 3 で、の 11; ε Q~~ と x コ Xf{

で、σの')u叫tεdZZωdのみが差差:異となつている b二ニ斗二

とで、叫 εQω とu叫1εZZωdは 1対 1対応をなしているの

でで、， ん=んである.

(4)レベル4の仏は極小台集合(すなわち，初等的I)T

インバリアントの極大集合であり，乃は非負整数基本

特解の極大集合である.

(5)レベル 4のU4と九を F表現式を用いて同時に

求めることの詳細は[TAKAOI-2]に与えられている.IP
表現式の五王 =Omx(n+l)の係数行タIjA = [A，-b]εZ附 n+l)

は，ペトリネットにおいては図 2(a)のようにトランジ

ションらとアーク (P2，t8)，(向、P4)を付加された拡大ネ

ットに対応している.したがって，Ax = Omxlの非負整

数解正二ZW1)×lそのものは，図 2(a)の拡大ネットの T

インバリアントを意味している. しかし， IP表現式で
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は，図 2(a)の拡大ネットの T インバリアント

正二 ZWlM に， 更には， 正(11+ 1)二(i.e.， 

Ax = b. A E Z mxn . bεzmx1における非負整数非同次解

x=ZW) であることが要請されていることに留意さ

れたい.以 tの内容は， [MATSOO勾の(4)式を詳しくし

たものに相当する.

他方 ，(U4，九)は， ~ 7 のように (U6Jら)→
(U5二九，V5)→(U4J4二円)としても求められる.尚，

U4だけを求めたいならば，U02，U3から得られる(す

なわち，AεZmx
llに対寸る LP法， Fourier-Motzkin法で

十分である) . 

(6)αIGQUJ， j ε1(I4)でも xご XH4+XP4εzzt 

X川 ，Xp4εZ33が常に存{Eするとと.

ωレベパの方程式Ax= b (Aεz…b E zmx1)の非

負 有理数特解は 4 般に Xp4ニエ!こlβjV.JεQ31

β‘/εQ以， zjLlβ'j== 1である.

(b) (a)のとき， 'fstこ次の表現が可能であることに注意a

されたい.

Xp4 -むこlβJ".iεzzd，為 εQCLzjLlβj・ =1.

このとき，必然的に， xfI4=ZLlq14IdM(αjε Q~~)
かつ xニXH4+XP4GZN となる.

(7)ペトリネットに関する諸定義は[MURA92]を参照

されたい.

④[例 4](レベル 4のための例題)

凶2(a)のペトリネットシステム(ただしらとアー

ク(P2'18)， (18， P4)はないものとする)を考える.この

とき，プレース・トランジション接続行列AεZ4x7 マ

ーキング差b=MJ-Moε Z4xl(Mか MJEZか~)が，そ

れぞれ凶 2(b)， (c)と与えられている.このときの楚火

同数ベクトノレXGZMの gene附 orを求める ここで，

んニんこ 5，.0，'4ニ11，k4二.0，'4ーん二 11-5=6>2ニhと

なる.ただし，Uj，Vjεzおかつαj，J3.iE Q却を要請する.

したがって，このときの非負有理数同次解XH4εQ郊の

generator 仏 ={U;ε411モI(ん)}(すなわち，極小台集

合 T インバリアントの極大集合)と非負有即=数特解

xpHQBJの gene附 or九二{ηεZ払jE/(k4)} (すなわ

ち，非負整数基本特解の極大集合)は次のごとくになる.

Ul = (1，2， 2， 2， 0， 0， O)T， u2ご(1、 0，2、2，2，0，ol， 

U3 = (1， 0，0、2，O，2，O)T，M4=(l，2，O，O，O，O，2)T，

U5二(l，O，O，O，2，O，2)7，Vl二(1， 2， 1， 1， 0， 0， 0)1' ， 

V2 = (1， 1， 0， 1， 0， 1， 0)1' ， v3 = (1， 0， 1， 1， 2， 0， 0)1' ， 

ν4 = (1， 0， 0， 1， 1， 1， ol ' v5ご(l，2，O，O，O，O，l)T，

V6
二(l，O，O，O，2，O，l)1.

更に，v1 "-' v6の凸結合で表される非負整数特解は，

ν7二(l，l，l，l，l，O，0)T=(VI+1う)/2，

ν8ご(1， 1， 0， 0， 1， 0， Il = (ν5+V6)/2 

であることに留意されたい. v7' v8は非負整数特解で

あるが，非負整数基本特解ではない.

xιZUの分解例を示す.

T 
x=(2112 211Y =~U2 +~u~ +~v'i +~Vh 

2"  2 ‘ 2 J 2 v 

αlごα4ごα5ご0，α2==α3 == 1/2，β5 =β'6 = 1/2， 

βl二β2二β3ニβ4ニOである.この Xεz;;は例 0・1

で，S= 1 = 2， u =ν=wごIとおいて得られたものであ

、l' 1 
る.また，X二 (2112 2 llY = -::-117， +~U'i +~VI +-::-V~ ， 

2" 2 J 2' 2 

α1-じら =α4=0，α3=α5 = 1 / 2， st ::::: s3 = 1/ 2でもある.・
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レベルQ [KRUC87]， [MATSOO-21 

AかX:ドド=bいいεzmxnへ、 b εE Zmx跡削×沿中l

/ルレ4で吏にα叫tεZ;以μを要釘J請青したものである.) 

① xεzpdの存紅条件;

レベル4の①に同じである.ただし， レベル 5は，

レベル 4での“αtεQjz;，日 I(ん)"→“αiεZ)GL， 

I ε1(15) "とせんがために，んきんとなるが，非負整

数特解(したがって，非負整数基本特解)は変わらな

いので，k5こんである.

② X εZ広!の一向安形;

X二 XJf5+XpHZZZ，

XJI日rペベ中5==ペ5== L~ミ￡エ玄:
u叫tε 【U5:戸={zu4tG zzj|AUt=omxl，jε I(l5)}， 



{ 刷r叶=号玄ヰ山1内ルβ為め恥j戸川が1勺肝〉戸ε4 吟作門MMεぜ叫EQ~jωルlzb
νFεE Vs :={勺 ζZ3ω~IA小Avν'.1 = b， j E I(ks)}， ks :=1'51 

r = rank(A)，んミん=んミn-r， ks =k4 ミ k:~

③ Remarks 5 ; 

(1)レベル5はレベル4を包合しており，差異はレベ

ル 5のUs= {lIj E Z~~ ， i E l(ls)}が極小Tインバリアン

トの極大集合になっていることである. したがって，

レベル5の基本はレベル4と同じである.

(2)/s > 14の例が存在することは，④の{ダij5が示して

し、る.

(3) ks =んの証明;

まず，レベル4 ③の(6)の(a)，(b)が成立している.

(けレベ川と同じ方程式Ax=h(いAEZm

…
n 

でで、あるレべル5の方程式の1非非lド:負整数特解X与1'5は次式と

なる.

Xps = 4~1 ß.;νj 巴 Z抗 β1εQ札、 zilβl 二 l
このとき， XT15=zilαt叫 ε z~~(αtdM) であり，
x二XU5+ xp5εZ33である.

(d)同じ方程式の非負整数特解がともにレベル 4 ③

の(6)の(b)と上記(c)で、あるから，k5二んとなる.すな

わち， レベル 5では， レベル4の非負有理数特解の表

現の特別なものだけを採用しており，それはレベル4

に合まれてし、るものである.他方， レベル5の非負整

数同次解の generatorl J 5 は，レベル4の非負有理数|司

次解の generatorU 4を合んでいることに注，意されたい.

(1)レベル 5では乃こんであるから，叫を U4か

ら求めることが考えられるが，~ 7のように日，V6から

求めることも可能ーである .

④[例 5J (レベル5のための例題)

レベル4のための例4と同じ立場で非負整数非同次

解XGZUのgeneratorlらと乃を求める.ただし，ここ

で、は引'jE Zお，ajε Z;はめ εQ;品， ztlβ1・=1を要

請する. したがって、このときにはん=14 > 5 =ん，

S5 = 20， k5ニ S5-/5二20ー 14ニ 6= k4 > k3 = 2となる.

非負整数|司次解 (Tインバリアント)XHSεZ郊の

generator (すなわち，極小 Tインバリアントの極大集

合)Us二{UjεZ~~ ，i E 1 (ls ) }と非負整数 特解

X1'sεZ郊の generator(すなわち，非負整数基本特解の

極大集合)円 ={v; E Z初、jE I(ks)}は，次のごとくに

なる.ただし，uI "'-'IISはレベノレ4のU4(すなわち，極

小台集合 Tインバリアントの極大集合)と同じであり，

円もレベル4の九と同じである.

U6ニ(111+112)/2ニ(1122100l，

117 =(UI +u3)/2=(1112010)T， 
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lIs二 (111+u4)/2 = (1211001l ， 

119二(111+115)/2二(112+114)/2二(1111101)7、

"10 = (112 + IIJ) 1 2 = (101211 O)T ， 

"11 =(112 +1l5)/2=(1011201l， 

11)2二(IIJ+114)/2二(1101011/¥

1.113 = (1IJ +1'S)/2二(1001111l、

1114 =(u4 +u5)/2=(1100102)1 

V7 =(νl+V3)/2=(1 111 100)T，V8=(V5+%)/2=(1 10moly 

については， レベル4のときと同機である.

XEZむ!の分解例とし-ぐ，例4の具体例をとると，

T 
X = (2 1 1 2 2 1 1)1 =-= 1110 +一円+一%となり，一 2 ~ 2 リ

α10ニ 1，αi= O(iε1(14)，i手:10)， 

β5 =β6二112，βj二(jE三1(6)，):t:-5，6)である.また，

T 

X = (2 1 1 2 2 1 1y = 11，司+-=-V， + -=-V~ ，αu =1， '-' 2 且 2 ". . 

aj = o(iε1(l4)，i学 13)，β1= sJ = 11 2， s2士 β'4=βs =β~=O 

でもある.レベル 5は，この例のようにレベル4に比

して Xεzp;!の分解または合成がより簡単になる.・

レベル~ [MATSOl・2]
Ax 二 h (μA ε Zm即 x川〈吋仰nリ1

ベル5で吏にβ鳥jεZ協を要請したものである.)

① xεZUの存在条件;

レベル 5の①に同じである.ただし，レベル 6は，レ

ベル 5での“民 εQお，jEI(k5)"→“ pfεZC(，

jε I(k6) " とせんがために ，k6丞 k5となるが，

Axニ bの非負整数向次解(したがって，維小 Tインバ

リアン卜の極大集合)は変わらないので，ん =15である.

② xεZZLld)般形;

= XfIo + Xp6εzzd， 

XU6ニ XH5(XH6 ニ ~~1αillj εZW ， αtε Z11r， i E 1(/6))， 

11;ε[16 =[15、jε I(ん)，

んイ/61= 1(151 = 15 ' 

fX1'6 = L~:IβiVj EZね，s.i E Z同 /εI(K6)，zjLl島田ご1，

LVjε九斗勺 GZZJ|Aり=h，jE/(k6)}， k6:=1九|
r = rank(A)，九二15這ん=んミ n-r ，k6主主 k5=んミ k3・

③ Remarks 6 ; 

(1)レベル6はレベル5を包含しており，差異はレベ

ル6の九二 {VjεZ対，.Jεl(k6)}が非負整数特解の極

大集合になっていることである.

(2)k6>k5の例が存在することは，④の例 6が示し

ている.

(3)んこんの説明;①の説明を参照のこと.

(4) x1'6 =νjζ 九(β'j= 1，β'k = 0 (k:t:-j， k ιI(k6)) 
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の説明 ;s.I EZねcQ品工jL1β'j= 1を要請してい

るので，Xpは1YIε:V6の凸結合であることには変わり

はないが，必ずり6こ VjE九，jε1(k6) のごとく

βj. = 1の単項として表わされている.

(5)レベル 6の【ふと乃は，証二[A，-b]εzmx(n+l)に

[KRUC87]のアルゴ、リズム(すなわち，Aεzmxnの極小

T インバリアントのすべてを求めるもの.ただし，

[KRUC87]には誤りがあり， [TAKA01-1]では修正がな

されている)を適用すると同時に求められる

[TAKAOl-ll.他方，((J6'九)は，【/6=U5ゆえ，レベル

5の円から V6を計算することによっても求められる.

このとき，M，。からMdまでの可到達経路の並列構iぎを

用いても九¥円を決定できるであろう.

④[伊IJ6] (レベル6のための例題)

[例 5]での月の他に，V7'V8を九の要素と考えたこと

になる.すなわち，九二 {VI，'・'， 1包}は非負整数特解の極

大集合であり，円 ={V¥>…， v6}である.

{いらん=ん =14

九二円 u{ν7，V8}， k6ニ 8>6ニ k5・

XEZ却の分解例として，例 5の具体例をとると，

X = (2 1 1 2 2 1 Il = U¥O + vg 

となり， α10
二1，αiニ o(iε1(14)かつ i~ 10)， sgニ 1，

βj二o(j E /(8) 方、っ j:t=8) で あ る . また，

X = (2 1 1 2 2 11/二u日十円でもあり， α¥3= 1， 

町二O(iε1(14)カ、つi~ 13) .β7ニ 1，βfニ o(j E三1(8)か

つ j:t=7)で、ある.レベ川は，この例のようにxεzci!

の分 解 ま た は合成が最も簡単になる.

レベルL [KRUC87] 

Ax::;;: b (AεZ
，ttQl

， b E Znt<.l)のxεZ広ii(i.e.，

X(q)ε{O， 1}， qε1(n)) 

① xεz;ti}の存iE条件;

レベル6の①に合まれている.

② xez;:fl}の般形;

X 二 XH7十 Xp7εZ広1lj，

lXI17 ニエ(ル Z[~~h ， a; E {O， 1}， i E 1(17) 

Ui EU7:二 {U;εz;tljlA叫=OmxI， i E 1(/7 )}，17二 lu71

{rZLAVid問中{O，l}， j叫ん)'4:I/3.j=1 

Vj E V7 :={νjεz;tillAvyニ b，jε1 (k 7 ) }， k 7 = IV71 

③ Remarks 7 ; 

(1) (J6 d U7，九三円である. んミ三ん ，k6 三~ k7・
(2) レベル 7の特解もレベル 6の場合と同級に

Xp7
二Vj~三円 ，/3.j=l と単項で表わされる.

(3)レベノレ7は各トランジションを高々 1回発火する

ことを許したもと-('のんんからMdへの可到達性を考

えていることになる.

④{例 7](レベル7のための例題)

{/7={147)，uf)A7)}， 

uF) = u，，- U~7) = u."， 
U~7) = U l ー叫9，"'2 -"'12' "3 -"'13' 

11;εU6， '7 =Ilん1=3

円 ={νj7)，ν;7)，v;7)，ぺ
7)}，

，F) = v.... vF)ー ν vF)=v ν~7) = V8， V i E九，1'2，1'2 -v4， v3 -v7， v4 -v8，vi 

k7ご |η1=4， s7 = k7 +んニ4+3=7.

この例の generatorU 7， V7のすべてが第 1要素を“1"と

しているので，レベル 7の xεZUの例は単独の

u;7)(i=1ふりまたはり
7)
(j= 1，2，3，4)である.しかし，

xε XlI7 + XP7εZ出}で XH7とり7の両者を含む例を

示すことは容易である.

6. レベル0・1，0・2とレベル 1'"'"'7のまとめ

レベル0・1とレベル0・2に関しては，基礎事項として

の概要が~ 3にまとめられており 本論文ではレベル

0・1はレベル 1の，レベル0・2はレベル3の連材説愛和問

題としてそれぞれ機能している.

レベル 1からレベル 7までの特徴をまとめると表2

のごとくになるが，本論文では向次解の generatorのみ

ならず，特解の generatorも同時に明示している.この

点が本論文の特長の 1つ日である.その結果， レベル

3とレベル4の問， レベル 5とレベル6の間ではそれ

ぞれ特解の表現にのみ差異が生じているが，非負非同

次解(すなわち，非負|司次解と非負特解の両者)を論じる

とき，レベル 3，レベル6を提案することの意義Ci.e.，

必然性)が明らかとなっている.

[KRUC87]でのレベル 1，2，3，4，5は， lfi]次解だけを論

じているが，それぞれ本論文のレベル 1，2， 4， 5， 7に対

応している.ただし [KRUC87]のレベル 1では，

叫EZ凶ラ XJIlE Z"xlとしており， [KRUC87]のレベル 3

(すなわち，本論文のレベノレ4)では， XfI4GZD?とし

ている.本論文でのレベル 1はレベル O同 1と対比し

やすくするために， [KRUC87]のレベル 1を拡張して定

義されている.また，本論文のレベル4は，レベル4で

の③の(6)で述べたごとく (b)の事実を認識しつつ，

[KRUC87]のレベル 3を拡張して定義されている.

[KRUC87]で，本論文のレベル3，6を考慮に入れなか

ったのは， ri~'J次解のみを考えていたので，本論文のレ

ベル 3と4の間にまたレベル 5と6の間に差異が生

じなカ通ったためである.

以上のように，本論文では， [KRUC87]の同次解のみ
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表 2 generator Uj' V jを求める計算綾雑:度ーからみた 7つのレベル.

Table 2. Seven levels based on the complexity of calculation for the generators uj and vj' where the 

higher simplicity of composition and decomposition of generators， the higher complexity of calculation fol' 

generators (i.e.， the higher power of the method used to construct gel1erators). 

Homogeneous solution Particular solution 
Complete 

solution 

L: UL = 
β/ v f 

VL = X=XHL+Xpl， I 

αI Uj {Ui} 
XHL {v， } XpL 

Leve 

Unique 
{O， l} 

Unique Xp7 X = xH7 + xp7 

7 {O， l} z{nO×、ll} IU71三五
XH7 

z{n(}A 、]} 1 V71手 ε7{n{)x‘l l} 
Charac 

IU6 Charact. 1 V61 
Charact. 

Unique 
XH6 zhl 

Unique 
Xp6 X = XIl6 +Xp6 

6 
zl〉(l Z F1×l 1 U61= NN ZFJ×l |九|ミNN NN ε乙r7Nn×NI NN ε7ーんnUxVl Z~~! 

1 U51 1 V51 
ε NN 

Unique 
XHラ Q M  

Unique 
Xp5 X = X1l5 +Xp5 

5 Z 
l×l zn×1 

IU51と zn×l I V51= NN NN εZNnN 
xl NN εZ~汁 Z~~~ 

IU41 |九!
人刊r ε NN 

Unique XII4 Unique 
Xl'4 

Q;;↓ Qnxl 

Q)品 zNn
×

N 
l 

IU41= e QDL! zn×l 
|九!ミ

ε 人IN X=XH4+Xp4 
4 NN fεZN) ε Z~lT~~ 

1 U31 (EZ以，¥) 1 ~11 
NN 

Unique 
XH3 QあJ

Unique 
Xp3 X = xII3 +xp3 

QU↓ Q7tJJ IU31ミ Q料 | 月|己主3 
εQω 。nxl εQW 

|九|
ε NN 

n-r 

Base め=1 v= v1 
Unique 

Zlxl Znxl 
X1l2 

EZ1x1 E Znxl I V21=1 Xp2 X=Xfl2+X1'2 

2 IU21= εznxl εZ似 1j = 1 =v 
n-r 

j二 l j:;:: 1 v二 Vl

β; = 1 Unique 
Base 

Xfll εQlxl 
V=V1 

X = xffl +xp1 Qlxl Qllxl EQllxl 1 V1 1== 1 Xpl 
1 IU11= ε011xl ε{!xl j二 l

=v n-r 
jご l j = 1 VニVI
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を求めるためのレベル 1------5を，同次解と特解の両者

(すなわち，非同次解)を求めるためのレベル 1"-' 7へ

と自然な形で拡張している.また更には，同次解と

特解の両generatorを同時に求めるための計算法をも提

案している.この点が本論文の特徴の 2つ目である.

これらにより，永年の難問であった P庁ペトリネット

の可到達判定問題に状態方程式を用いた一般的な口I到

達判定アルゴリズムを与えることが可能となりつつあ

る[MATSOl・2].次節では，種々と考えられるレベル 4，

5，6のgeneratorの導出法のうち， P庁ペトリネットの可

到達問題に最も応用しやすい計算法の概略を述べる.

7. ([/ρ九)の求め方とそれからいら円)，(【14九)
を求める方法

7.1 (U6，九)の求め方

(1) A二[A、-b]εz"，x(n+l)に[KRUC87]のアルゴ、リズ

ムを適用して，Aのすべての極小 Tインバリアント

Dó ニ{民 εZ.~:l)x) I A仏ニomljε 1(l6)}， を求 め る

[TAKAO 1-1].ここで，16は，Aのすべての極小 Tイン

バリアントの総数である.

(2)仏(11+ 1)ニ O)xlのとき， 11; εzccl)xlから第(11+ 1) 

要素，え(n+ 1) ，を除去して得られる叫 εZ討を求め

ると， {14tGZWlAUt=0ml，jef(ん)}=九となる.

ん二:1九|豆 Aである

(3) 証j(I1+1)=I)xlのとき，ん εzvcl)〉〈iから第(11+1) 

要素， u/n+l)，を除去して得られる Vj :ニ tdlezcjを

求めると， {ν1εZWlAη =b， jεI(k6)} =九となる.

k6 =: IVol壬Lである.また，k6 + 16豆Lである.

(4)ん(11+1)>l
lx1である長tGZWIWlはすでる.

Remarks 8; 

(1)このとき， .¥"6 = ko + んはレベル 6 の令~generator

の数である.

(2) U6 =lら={Aの極小Tインバリアントのすべて)ラ

九={Aの非負整数特解のすべて}であり，このときの

任怠の非負幣数非Iri1次解(すなわち，発火ド!数ベクト

ル)xεzω はS5のレベル6の②のごとく九と九を

用いて最も簡単に表現され，しかもレベル 6の③の(4)

が成立していることに留意されたい.したがって， P庁

ペトリネットの可到達問題にレベル 6の表現を用し、る

ことは，簡単な判定アルゴリズムを作るためには有用

である[MATSOl之1.ただし， U6，九を求めるための

計算手数は下位レベルを用し、る場合よりも増大すると

言うトレードオフがある.

(3) [KRUC87]のアルゴ‘リズムをjεZ
"，x(1l+1)に適用

するとき，A εZ"，x(n+l)の Hermite-Smith正準形を求め

る際に得られる(レベル2での generator(U 2，九)を拡

張したもの D2=: {仏 εZ(n+l)xlI A久=omljε 1(l2)}

を基礎にしている.ここで，んはAに対するレベル 2

の基底の総数である.(ら =n+1-r二ら+1， 

12 =: IU21=ト r，U2 == {U;εznx11 A刊二 Omxl，i E I(n -r)}， 

.rニ:rank(A)ニ rank(A)). 

7.2 九から円=九を求める方法

(1)V7)，fdh(J1k)のとき， suppod(vj6))が

sup附 (v1
6))と>， <， =のいずれの関係をも持たない

ならば，かっそのときに限り， {約二月=九とする

S 5の例 4------6では，九二円 ={VI，V2""'V6}，

V6¥V5 = {v7' v8} である.ここで，与えら れ た

X二[x(i)]εZ33，teI(n)で，要素x(i):t; Olxlならば，

[suppoはい) ] (i) = 
}lxl ， x(i) = 

Olxl ならば，

[support (x) ] (i) = 
Olxl ，として得られるものを

制 ppo比例 εZN，と呼んでいる.

(2)九¥V5は乃の凸結合で与えられる.

(3) V5 =九 ={Aの非負整数基本特解のすべて}で

ある.

7.3 lJo = l}5からlJ4を求める方法

(1)tp)，uf)ε U6(i:t; j)のとき， SUpport (U:
6))が

support (U)6))と>，<，=のいずれの関係をも持たない

ならば，かっそのときに限り ， {U;6)} 二 U4 とする • ~ 5 

の例 4 "-' 6 では，【J4 = {U1、U2，U3，U4，U5}'

U5¥U4 = {U6，U7"・・，UI4}である.

(2) U6¥U4
二U5¥U4はlJ4

の非負有理数係数 1次

結合で与えられる.

(3)九 ={Aの極小台集合(すなわち，初等的)Tイン

バリアントのすべて}である.

以上のように， (116，九)から (U5，V5)， (U4，ん)が容

易に得られることがわかる.それぞれのレベルでの非

負整数非同次解(すなわち，発火I~!]数ベクトル)は ~5

のように各 generatorを月jし、て与えられる(すなわち，

分解または合成される).

8. むすび

Ax=b(AEZmxn，bEZ削)のxεZZ17をレベル 0-1か

ら段階的に論じ xεZ33の一一般形とその generatorの

具体形を示すとともに，その計算法にも言及した.特に，

基本特解を定義し，レベル4'"'"'6に非負同次解と非負

特解の有限個の非負整数 generatorを明示している(そ

の根拠はレベル 0-2となっている[MATSOO-2]). この

ように，レベル L(L = 4，5，6)の有限倒の非負整数

generator (l J Lと九)のすべてが容易に求められること

は，無限個存在する非負整数非同次解xεZ訴に関する



諸性質を考察することを容易にしている.特に，以 k

の内容はペトリネットの可到達問題に状態方程式を用

いたー般的な可到達判定アルゴ‘リズムを与えるために

役立つ[TAKAOl-1]， [TAKAOl勾， [MATSOl斗.

今後は generatorの計算法の具体化し， 口一序IJ達件:判

定アルゴ、リズムへの応用を行し、たい.
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