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計算機代数システム援用によるグレブナー基底のペトリネットの挙動解析への適用

高田真樹★松本 忠舳 茂呂征一郎舳

A㎜A冊1icatioIl orGmeb11er Fases to Be11avior31Ama1yses ror Petri Nets

        by Meams ofComp㎜terAlgebra Systems

M舳TA㎜TA★CTa曲s阯MATSUMOTO榊㎜d SeiichiroMOR0榊

（ReceivedFebruary10．2003）

 One of methods to so1ve integer programming prob1ems consists in thc method which uses

9…b…b・…．A…bit…y・・1・ti・・f・…t・t・・q・・ti・・ん一わ（ノ∈Z腕畑，わ∈Z刷1）・fP・t・i・・t・

means a firing count vector．Then finding a nomegative integer so1ution x∈Zζx1forルgわ in

Petri nets is onc of integer programming prob1ems．In this paper，the method to obtain generators

of so1utions in Petri nets by using groebner bascs is proposed and investigatcd．Moreover，Petri

nets have an i11property that the number of minima1support T→nvariants increascs in exponentia1

when p1aces and transitions are increased．Then，the number of groebner bases and ca1cu1ation

timc of groebner bases are measured by using a symbo1ic computation system or a computer

a1gebra system；Map1e7．

Keツwo〃∫：Groebner Basis，G㎝erators，Monomia10rder，A1gorithm for Division，Buchberger

      A1gorithm，Symbo1ic Computation System or Computer A1gebra System

1．まえがき

近年見うけられるシステムのほとんどが離散事象システ

ムと呼ばれるもので，並行的・非同期的・分散的・確率

的な動作を特徴とするシステムである．ペトリネットはこ

の離散事象システムの特徴を忠実に反映する数学モデ

ノレであり，広い分野でその有効性が認識されている［1］．

ペトリネットの解析法の1つに状態方程式を用いる方法

がある．ペトリネット【1】の状態方程式ル4（λ∈Z榊＾，

わ∈Z舳1 jの任意の解は発火回数ベクトルを意味してお

り，非負整数である必要がある．従って，ペトリネットの状

態方程式の解を解くことは整数計画問題を解くことに相

当する．以前の報告【9］では，グレブナー基底を用いて，

ペトリネットの同次解のgeneratorと特解のgeneratOrを求
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める方法を例題を用いて示した．このとき，問題点と今

後の課題として次のことが挙げられていた．

（1）辞書式順序以外の単項式順序を用いたときの計算

  結果の違いは？

（2）単項式（変数）の順序を入れ替えた場合の計算結

  果の違いは？

（3）扱えるペトリネットの規模は？

（4）Map1e7以外の計算代数システムを用いたときの特

  徴は？

（5）最小化目的関数をも考慮に入れた一般的な整数

  計画問題のグレブナー基底による解法の具体化．

本論文では，このうちの（1），（2）の問題点を例題を用い

て検討する．更には，（3）の問題点をプレースの個数とト

ランジションの個数が増加すると，極小台集合丁インバ

リアントの個数が指数関数的に増すペトリネットを考え，

プレースの個数とトランジションの個数を変えたときのグ

レブナー基底の個数とその計算時間の違いから考察す

る．

諸準備
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2．1記号と用語の定義［4］・［5］

 任意の体だに係数を持っ〃個の変数γ1，＿，γ、の多

項式を扱う．

定義＿；≧ユエ変数yl，…，y、の単項式とは積yギ1・γ三2…

γ㌘をいう．ただし，αiは非負整数である．α1＋…十α、

を単項式の全次数という．          ■

定義」ユ2係数を体だに持つγ1，…，y”の多項式とは，

体んの元を係数とする単項式の有限個の線形結合のこ

とをいう．多項式∫を次のように表わす．／＝Σ、o、γα，

o、∈た一ここで，和は有限個のα：（α1，．一。，αっにっいてと

っている．係数を体だに持っγ1，＿，y”の多項式全体の

集合を灯yl，…，γ”1と表わす．        ■

定義2⊥三部分集合∫⊂灯γ1，…，y”1がイデアルである

とは，次を満たすときをいう．（i）0∈∫．（i）∫，g∈ノな

らば∫十g∈ノ．（血）∫∈ノかっ力∈灯yl，＿，y”1ならば

力∫∈∫．                ■

定義ユ⊥4∫，…，ムを灯γ1，…，γ、1に含まれる多項式

とする．このとき，＜∫，＿，人＞＝｛Σ二1仏∫；：力1，＿，ん、∈

灯y1，…，γ、1｝とおく．重要な事実は＜∫，…，工＞がイデ

アルになることである．             ■

定義』多項式環灯yl，…，γ”1土の単項式順序と

は刈γ1，…，γ”1の単項式yαの集合上の関係＞で次の

条件を満たすものを言う．（i）＞は全（線形）順序関係で

ある．（i）yα＞γβのとき，任意の単項式y7について

ゾゾ＝ゾ十7＞！十γ＝／ゾが成り立つ．（血）単項式の

空でない集合はすべて＞に関する最小元を持つ．■

定義」山（辞書式順序）yα，γβを灯γ1，…，y”1の単項

式とする．差α一β∈Z”において最も左にある0でない

成分が正であるとき，yα＞’、工yβと定義する．   ■

定義」山（次数付き辞書式順序）γα，γβを灯γ1，

・・ Cγ”1の単項式とする．このとき，「Σ二Iα、〉Σ二1β、」で

あるか，或いは「Σ二Iα、＝Σ二1β、であって，更に，

α＿β∈Zmにおいてもっとも左にあるのゼロでない成分

が正」であるときγα＞、ル、！と定義する．     ■

定義一山（次数付き逆辞書式順序）γα，γβを

川yl，＿，y”】の単項式とする．このとき，
「Σ二1α、＞Σ工1β、」であるか，或いは「Σ二1α、＝Σ二1β、で

あって，更に，α＿β∈Z掘においてもっとも右にあるゼロ

でない成分が負」であるときγα＞、、。”㎜yβと定義する．

                     ■

定義理多項式環灯γ1，…，γ、1土の〉を固定し，／＝

Σ、o、γαの項を考える．いま，yαが／に現れる順序

〉に関して最大の単項式であるとする．このとき，∫の

主項とは積。αyαのことをいう．主項を表わすのに

〃（／）という記号を使う．           ■

以上の準備のもとで，次の基本的な性質が得られる．

魁』（灯γ1，…，y，1における割り算アルゴリズム）Zf

における単項式順序＞を1つ固定し，F：（ス，＿，人）を

灯γ1，＿，y、】の順序付けられた8個の多項式の組とする。

このとき，どんな∫∈灯γ1，…，γ”1も∫＝α1／十…十〇、ム十7

と，o’，7∈灯γ1，…，γ”1を用いて書ける、しかも，〆は0

であるか，または単項式のん係数の線形結合で，どの

単項式も〃（ズ），＿，∬（人）のいずれでも割り切れない．

              一Fこの7を，∫をFで割った余り（7＝∫）と呼ぶ．さらに，

もし。’∫≠Oであるならば，multideg（∫）≧mu1ddeg

（oiズ）である．                 ■

2．2グレブナー基底［4］’［5コ

クレブナー基底の定義とその判定法を述べる．

定義」山 多項式環灯γ1，…，y”1土の単項式順序＞

を固定し，∫⊂灯γ1，…，y”1をイデアルとする．このとき，ノ

のグレブナー基底とは多項式の有限集合
G＝｛gl，＿，＆｝⊂∫であって，条件「Oでないすべての

∫∈ノについて，その主項〃（∫）がある〃（＆）で割り

切れる」を満たすものをいう．          ■

定義」ω 多項式∫，9∈灯y1，…，γ”1は。でないとす

る．単項式順序を固定し，〃（∫）＝ψα，〃（g）＝ゆβと

する．ただし，o，3∈んである．次に，γ7をyαとγβの最

小公倍元とする．このとき，／とgの∫多項式∫（∫，g）と

は

   ∫（∫，。）・γ7／一γ7。をいう■
       zr（∫）  zτ（9）

 ∫多項式∫（∫，g）の余りを構成する過程についての

重要な結果は次のようなことである．

有限集合G＝｛gl，…，＆｝が∫＝くgl，…，＆＞のグレブナ

ー基底であるための必要十分条件は，すべての対1≠ノ
       Gについて∫（＆，9ゴ）＝Oが成り立つことである・  ■

畦壁』一［2H3］

（グレブナー基底とブックバーガーアルゴリズム）

∫＝く∫，＿，人＞≠｛O｝を多項式イデアルとする．∫のクレ



ブナー基底は，次のアルゴリズムによって，有限回のス

テップで構成することができる．

 Input：F＝（∫，…，人）

 ○皿tput：a Groebner basis G＝（gl，＿，＆）

              brノ，with F⊂G

 G：＝F

 REPEAr
   G’：＝G

   FOR each pair｛ρ，g｝，ρ≠g in G’DO

             σ        ∫：＝∫（ρ，9） ＝0

        IF∫≠O THEN G＝＝GU｛∫｝

 UNTIL G＝G’

                      ■

3．グレブナー基底を用いた整数計画問題の解法［4］

整数計画問題では制約条件

   λx＝ろ，λ∈Zmx“，ろ∈Zmx1    （1）

のもとで，線形関数。㌦，o「∈R”を最小化する非負

整数解X∈2二X一を求める．

3．1 oヴ≧O，5j≧0である整数計画問題の解法

 この問題はブックバーガーアルゴリズムによって解か

れる形にするために2段階に分けて検討される．この読

み替えの説明のために，最小化目的関数を無視し，ま

ずは。ヴ≧o，へ≧q whereノ＝圧。ヴ1・㎜dわ＝【わJであ

る特別な場合を考える．

 式（1）のおのおのの方程式について不定元Zゴを導入

すると次の方程式が得られる．

  πラニ、（nこ、z7リ）勺＝π二1zタj      （2）

式（2）から式（1）の実行可能領域内の〃個の整数の組

について次のような直接的な代数的特徴付けを得る．

劇体だを固定し，各ノ＝1，…，〃について
   ψ（wブ）＝πこlz芦．

とおき，一般の多項式g∈灯wl，…，〃、1について

ψ（g（〃1，＿，w”））＝g（ψ（wl），＿，ρ（w”））とすることによっ

てψ：灯〃1，…，W”1→灯Zl，…，Zm】を定義する．このとき，

炸（γ1，＿，x”）「が実行可能領域内の整数点であるた

めの必要十分条件は，ψが単項式Wf1〃ξ2…〃㌘を

単項式才考…者に移すことである．     ■

写像の像の要素についての次のようなテストは整数計

画問題の言い換えの重要な部分である．定理3のψの

像は乃：n二14の多項式として表わされる
灯z1，・・㌧zmlの多項式の集合であるので，その像を乃に
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よって生成される何ハ，…，ム1の部分環灯zl，…，zm1と書

くことができる．

幽多項式ハ，…，ム∈灯zl，…，zmlを考える・まず，

灯Zl，…，Zm，Wl，・・ψ”1の単項式順序を，変数Zl，…，Zmの

うち1つでも含む単項式は灯wl，＿，w，1のすべての単

項式よりも大きくなるように定められている（i．e．，消去性

が成立している）とする．次に，イデアル
∫：くバーWl，…，ムーW、＞⊂灯Zl，…，Zm，Wl，…，W”1のグレ

ブナー基底を9とし，各／∈灯zl，…，z，1について7gを

∫のgによる割り算の余りとする．

a．多項式∫が！∈何ハ，＿，ム1を満たすための必要十

分条件はg＝アg∈珂w、，…，w”1となることである．

b．∫∈灯∫，．．㌧ム1，g＝ア9∈刈∫，＿，ム】をaと同様のも

のとするとき，∫を刀の多項式として表わすと
！＝9（∫，…，ム）である．

c．各月と∫が単項式で∫∈灯ん…，∫”1であるとき・

gも単項式である．              ■

 換言すると，oは定理4の状況で才＿カがρの像

ならば，それは自動的にある単項式wr1＿w㌻の像であ

ることを述べている．

与えられた線形関数！（4，…ノ”）を最小にする整数計

画問題（IP）の解を求めるためには，通常その問題に合

うように特別に調整された単項式順序を採用する必要

がある．そこで，次の定義を与える．

定義＿…ユ灯zl，…，zm，wl，…，w、】上の単項式順序が整

数計画問題（1）式に適合しているとは，その順序が次の

2つの性質を持つときにいう．

a．（消去性）Z、の1つを含む任意の単項式はWブのみ

を含むいかなる単項式よりも大きい．

b．（oτγとの両立）γ＝（巧，．．．，x、）「，x’：（xl，．．．，x二）「とす

る．単項式が，〆がψ（ぴ）＝ψ（wノ），o「κ＞c「κ’を満

たすときぴ＞wx’である．         □

幽標準形の整数計画問題（式（1））を考える号す

べての1，ノについて。ヴ，ろゴ≧Oであると仮定し，今までと

同様に乃＝π二、Z戸とする・任意の適合単項式順序に

関する∫＝く∫一〃1，＿，ムーw”＞⊂灯zl，…，z㎜，w1，…，w”1

のグレブナー基底gを考える．このとき，∫＝Zぐ＿カが

何ス，…，ム1の元ならば，余り79∈灯w、，．．．，w”1は。㌦

を最小にする式（1）の解を与える．       ■

定理5からすべての7，ノについてαヴ，わブ≧Oである整

数計画問題をグレブナー基底を用いて解くアルゴリズム

を得る．
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Input：ノ，わ。fEq．（1），an adapted monomia1order＞．

Outp皿t：a so1ution ofSpecia1IP problems，ifone exists

41・π二1・㍗

∫：：＜スー〃1，…，ムー〃”＞

g：＝Groebner basis of／ with respect to ＞

∫：・π二1才

  ・99：＝∫

 IF g∈灯〃1，…，〃、1THEN

     its exponent vector gives a so1ution

 ELSE
  there is no sO1utiOn               ■

3．2 αヴ1…O，わi1…Oである整数計画問題の解法

0ウ，への幾つかが負であってもよい一般の整数計画

問題を考える．この場合には，実施の概念上の違いは

ない・撃数計画問題の幾何学的解釈は§3．1と全く同じ

であるが，代数的解釈には違いがある．すなわち，負の

○ウ，へは通常の多項式では正当ではない．この問題を

解決する1つの方法は変数Z’のローラン多項式Zデ1を

考えることである．ローラン多項式環の表現
灯イ1，…，z二1ド灯z、，…，z、，4／＜吃，z、…z腕一1＞を

用いると．oヴ，わゴ姜Oである整数計画問題をグレブナー

基底を用いて解くアルゴリズムは次のようになる．

Input：ノ，わ。fE可．（1），an adapted monomia1order＞．

Output：a so1ution ofGenera1IP prob1ems，if011e exists

    4：・’π二、・戸

ノ：＝くCZlZ。…Z腕一1，スー〃1，…，ムーW”＞

g：：Groebner basis of／ with respect to＞

！：・〆π二，・ク

  ’99：＝！

IF g∈灯w1，…，〃”1THEN

    its exponent vector gives a so1ution

ELSE
  there is no so1ution              ■

4．グレブナー基底の計算結果の比較・検討

 図1のペトリネットの接続行列とマーキング差は次のよ

うになる．

  接続行列ノ∈Z4x7  マーキング差わ∈Z4xl

｝母川玉卜廿＾
ル＝わに対する写像グ灯w1，…，w．1→灯z1，…，z．1を

定義する．接続行列北Z4x7とC＝z「1z；㌧；1z；1から次式

が得られる．

W、叫・・、・；1・fイ・、・、，W、→ム・・r1・、・1・1・、・、，

W、→ム・・；㌧、＝1・、・、・1，W、→ム＝・r1・、・㍑、・；・、，

W、→ム・・；’・、一㍑、・、・1，W，1→工・・；1・、一け、・ζ・、，

     2 －2  2 4 2 2W。→ム＝ZlZ。＝局1Z．Z。・

 従って，イデアルとして次式を得る．

   ノ：くC・1・。Z。・。一1，ハーW1，…，篶一W。＞・

            プ        2    7  2

ハ

ρ2

c        7
2            3

プ。

     O
l．   O
      ρ4

ρ3

プ5

      c1

図1ペトリネットの例1

 計算機代数システム；M卵1e7では§2．1の定義2．1，7

の次数付き辞書式順序を用いることができないので，3

つの単項式順序のいずれも用いることができる計算機

代数システム；Mathmadca4．1を用いて計算する【61．た

だし，ここでは計算時間は考えず，得られたグレブナー

基底の内容と個数についてのみ示す．

畦豊式順丘1・’伽・1・’鮒…＞’鮒・。＞’、工W1・’鮒…

＞た工〃。を用いて計算した場合：g＝｛g1，＿，g。｝，where

    2  291＝一1＋W．W．W。，92：一〃3＋W5〃6，9。：W。一W。〃。，

             2
94＝W1■W4W5W7・95＝Z3－W4W5W7Z4・

96＝Z2－W2W5W4W7Z4・97：ZrW4W5”7Z4・
    コ      4
98＝W4W5W6一「Zぺ

艶国王C＞幽・1＞伽・＞、、㎞Z。＞紬
w1＞、、㎞…＞、、’肌w、を用いて計算した場合：g＝｛gl，＿，

955｝，whereg1＝〃。一w．w。，9。＝〃。一〃。w。，’’．，

      〕                    4
9。。＝W．W。イZlZ。，9。。＝〃1〃。〃5〃。一fZl・

雌国王1・、、。、㎞・1・、、。伽・・灰。、’醐・、

＞、、〃㎞w1〉、、、ツ㎞…＞、、。ソ’酬w、を用いて計算した場合；

9＝｛91，…，956｝，where g一＝w3一〃5〃6， 92＝w4一

             〕W2〃6，’．．，955＝〃。〃。イZlZ。・956＝一〃lW3W5W7

・fイ．

各単項式順序を用いて得られたグレブナー基底を比

較すると内容も個数も一般的に違うことが分かった．

 次に，変数C，z，wの順序を変更して得られたグレブナ

ー基底の個数の違いを表1に示す．ただし，
Z1＞Z。＞Z。＞Z、，〃1＞〃。＞…＞W。はこのままの順序であ

る．



 表1のように，グレブナー基底の個数に違いがあるの

は，入力として与えたイデアル内の多項式の順序が，用

いる単項式順序や変数の順序によって変わるからだと

考えられる．これは，定理2に示したブッフバッガーアノレ

ゴリズムのInput；F＝（∫，…，ム）が違うということに相当す

る．従って，グレブナー基底の内容にも個数にも違いが

出た．

    表1グレブナー基底の個数の違い

グレブナー基底の個数

変数の順

辞書式

㍼

次数付き

ｫ書式
㍼

次数付き

t辞書式
@順序

r＞Z＞W 8 55 56

c＞w＞z 47 56 55

z＞c＞w 8 55 56

Z＞W＞C 8 55 57

w＞c＞z 8 57 55

w〉z＞c 8 57 55

ここで，特解のgeneratorや同次解のgenerator（Tイン

バリアント）を求める際には，ある多項式をグレブナー基

底を用いて割るという操作をするので，グレブナー基底

の個数は少ない方が効率的になると考えられる．従って，

以下では辞書式順序のみを用いて計算することとする．

5．特解のgeneratorの導出法の比較・検討

図1に示したペトリネットで考える．マーキング差ゐ＝

（一2002）「∈Z4x1とC＝z「1z；lz；1z；1から次式を得る．

∫一n二、・クー・r2・：・12仙1

 ∫＝f2z；zζz二を§4に示した，辞書式順序プ＞伽z1

＞’鮒＿＞’、工Z4＞’、エW1＞’、工＿＞㎞W。を用いた場合のグ

レブナー基底g＝｛g、，…，g、｝で書1」った余りア9を求めると，

表2のようになる．

表2各単項式順序を用いたときの79の違い

∫＝C2Z二ZζZ二を9＝｛9i，…，9；｝で

@       割った余り

変数

Dの順序

辞書式順序

次数付き

ｫ書式順

@序

次数付き

t辞書式順

@序
。＞z＞〃 〃；wξ ∫ ／

c＞w＞z  ，   2 2`。W，W．Z2Z。 ／ ／

z’＞f＞〃 2 2
v W4 5

∫ ／

z＞〃＞c 2 2
VW4 5

∫ ／

W＞f＞Z ∫ ∫ ／

W＞Z〉C ∫ ／ ！
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 表2において∫は，∫＝r2z＝zζz二はどのグレブナー

基底g、∈gを用いても割り切れないということを意味して

いる．この理由として，用いる単項式順序と変数の順序

の変更によって，各グレブナー基底g、∈gの主項が変

わるからであると考えられる．

 例えば，次数付き辞書式順序（W＞C＞Z）を用いた場

合，辞書式順序で求めたグレブナー基底は次のように

変更される．

9’＝｛9｛，…，9ξ｝，where gf＝wζw二w、一1，9；＝w5w6一

    ’             ’               ’    2
W3・93＝■W2W6＋W4，94＝iW4W5W7＋〃1195＝■W4

W5W7Z4＋Z3・96＝■〃2W5〃4W7Z4＋Z2・ξ7＝一W4W5W7
    ’     3      4
Z4＋Zい9。＝W4W5W6一「Z4・

 この場合，／：C2Z二Z二Z二はどのグレブナー基底

g二∈g’の主項でも割り切ることはできないということは明

らかである．

表2においてwだけの式であるw二w；は特解の

generatorの1つに対応している．次に，割り算アルゴリ

ズムを用いて他の特解のgeneratorの導出を考える．変

数w、，w、，＿，w、の順序のみを変更して，再び，ア9を計

算してみる．ただし，グレブナー基底の順序も割り算ア

ルゴリズムに影響するため，次のようにj順序を変更する．

9＝｛91，…，9。｝→9：｛9。，9。，9。，9。，9I，9。，9。，9。｝．変

数w1，＿，w。は全部で7！通りの順序の入れ替えがあるが，

ア9＝万9＝w二wζの他に得られる79は次の2通りだけで

ある．万9＝w二w二，万9＝w二w二w二．従って，割り算アル

ゴリズムを用いて，3個の特解のgeneratorが得られた．

・1＝（0002200）「，・。＝（0220000）「，

       τv3＝（0200220） 一

しかし，図1のペトリネットにはこの3つの特解の

genemtorの他に，更に3個の特解のg㎝eratorが存在
する．

        r y。＝（0111100）＝（1／2）・1＋（1／2）・。，

        r y。：（OlO1210）：（1／2）・1＋（1／2）・。，

        r ・。＝（0210110）＝（1／2）γ。十（1／2）・。．

 割り算アルゴリズムでは，すべて割り切れるまで計算

が繰り返されるため，y、，y5，y。のような特解のg㎝erator

は導出されなかった．

6．T一インバリアントの導出法の比較・検討

 図1に示したペトリネットで考える．マーキング差わ＝

（OOOO）「∈Z4x1から，∫＝1となる．∫＝1はグレブナー基

底を用いて割ることはできないので，
g、＝一1＋〃二w二w、＝Oを用いて，∫＝1＝wζw二w、とする．こ

のw；w加。は図1のペトリネットのT一インバリアントの1つ

に対応している．／はすでに変数wだけの式であるか

ら，グレブナー基底のうち，g、＝＿W3＋W，W、，

＆＝WぺW．W。，g。＝W1－W．W．W。だけを用いて割り算
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アルゴリズムを行う．ただし，g＝｛g。，g。，g。｝とする．特解

のgene㎜torの導出と同様に変数〃1，＿，w。は全部で7！

通りの順序の入れ替えがあるが，得られるア9は次の5

通りだけである．

 一9        Ig  2 2 ス＝W1〃2W。，ム＝W．W．W。，
 Ig      －9        －9  2 2 2 ム：〃1〃。W。，ム＝Wl〃。W。〃。，ム＝W．W。〃。W。・

従って，割り算アルゴリズムを用いて，6個のTインバリ

アントが得られた．

        τ              r ・1＝（0002201），・。＝（111OOOO）・
        r              r
 ・。：（0220001），・。＝（1OO11OO）・
        r                r
 ・。＝（11OO11O），・。＝（0200221）・

 しかし，図1のペトリネットにはこの6つのT・インバリ

アントの他に，更に3個のTインバリアントが存在する．

 ・、・（0111101）「＝（1／2）・一・（1／2）・。，

 ・、・（0210111）「・（1／2）・、・（1／2）・、，

 ・，・（0101211）τ・（1／2）・、斗（1／2）・。．

 これら3つのTインバリアントが導出されない理由は

特解のgenemtorの場合と同様である．

7．グレブナー基底の計算時間について

ここでは，次のようなペトリネットを考える．

ハ ρ㎜

㌦1

r
㎜上

図2ペトリネットの例2

 図2のペトリネットの接続行列は次にようになる．

ただし，m＝2，3，＿，た＝1，2，…である．

ノ＝

1   ん北十1

－1  －1O   O
1   1 －1  －1

O   O 1   1

     O … O

     ●

O   O O   O

        〃＝m・た

 O   O 1   1
      O   O

●                                                 ● ●

 O   O
 －1  －1 O   O
  1   1 －1  －1

 このとき，イデアルは次のようになる．

ただし，C＝ZlZ2＿Zπである．

J・く1・1…・㎜一1，1・1・。…・㎜一W、，…，1・二・、…・、一Wκ，

   2                  2
 CZlZ．Z。…Z㎜一Wた、1，…，fZ1Z．Zぺ・・Zm一〃。κ，…

1

2

       2                    2
   CZl…Z腕一・ZバW（叶。）止十1，…，CZl…Z㎜．。Zπ一W（㎜一1）・・

     2                    2
    fZiZ・’・・Zπ．1一〃（π．1）止、I，…，fZ1Z。・・’Zπ一1－W。止＞

図2のペトリネットはプレースの個数mと1ブロックのト

ランジションの個数ん（全トランジションの個数は
〃＝m・κ）を変えると，極小台集合丁・インバリアントの個

数が指数関数的に増えるというペトリネットである．そこ

で，このペトリネットのプレースの個数mと1ブロックのト

ランジションの個数んを変え，そのときのイデアルJのグ

レブナー基底の計算時間について考察する．計算機代

数システム；M卵1e7口1を用いて計算した結果を表3に示

す．

 表3から，図2のペトリネットのグレブナー基底の個数

はm・ん十1，すなわち，全トランジションの数十1となってい

ることが分かる．ただし，プレースの個数が1個の場合

（m＝1）を除く．

 次に計算時間について考察する．

 表3を基に，プレースの個数mと計算時間との関係，

1ブロックのトランジションの偶数κと計算時間との関係

をグラフに示すと図3，図4のようになる．

 図3から，図2のプレースの個数（一P1：m）が増すと，

グレブナー基底の計算時間が指数関数的に増加するこ

とが分かる．一方，図4から，図2の1ブロックのトランジ

ションの個数ん（ただし，全体ではlrl＝m・ん）が増しても，

グレブナー基底の計算時間が指数関数的に増加するこ

とはないことが分かる．従って，グレブナー基底を用い

てペトリネットの解のg㎝eratOrを求める方法は，グレブ

ナー基底の計算時間から考えるとプレースの個数が少

なく，トランジションの個数が多いペトリネットに有効な方

法ではないかと考えられる．

表3mとんを変えたときのグレブナー基底の計算時

  間（S）と個数

ん
1 2 3 4 5 1O

m
1
O O O O O，1 1．O

1 2 3 4 5 1O

2
O O．2 0．2 O．3 0．3 O，3

3 5 7 9 11 21

3
O．2 O．3 O．3 O．4 O．4 O．8

4 7 10 13 16 31

4
1．5 1．8 2．2 2．3 2．6 4．2

5 9 13 17 21 41

5
20．2 23．1 25．7 29．O 32．8 47．4

6 11 16 21 26 51

6
435．4 438．8 440．9 589．O 754．3 1039．2

7 13 19 25 31 61

7
16777．2 18917．2

8 71

（）内が個数
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図41ブロックのトランジションの個数だを増やしたと

   きのグレブナー基底の計算時間

8．むすび

 本論文では，以前の報告工91で問題点と今後の課題と

して挙げていた，辞書式順序以外の単項式順序を用い

たときの計算結果の違い，単項式（変数）の順序を入れ

替えた場合の計算結果の違い，扱えるペトリネットの規

模について検討した．辞書式順序以外の次数付きの単

項式順序を用いた場合は一般にグレブナー基底の個

数が多くなることが分かり，更に割り算アルゴリズムでは

多項式を割ることが一般にできないということが分かった．

従って，辞書式順序を用いて計算するのが妥当である．

また，以前の報告工91では1つの解のgeneratOrを求めて

からその他の解のgene枷Orはグレブナー基底を用いて，

手計算で変形して求めていたが，単項式（変数）の順序

を入れ替えることによって，割り算アルゴリズムで計算し

て他の解のgenemtOrを求めることができることが分かっ

た．し方山，問題となるのは，§5に示したように，極小で

極小台集合でない解のgenemtOrは導出できないという

ことである．扱えるペトリネットの規模については，プレ

ースの個数が増加すると，グレブナー基底の計算時間

が指数関数的に増えることが分かった．これについては，

発表で詳しく示す．

今後の課題としては，極小で極小台集合でない解の
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genemtorも導出できるように導出法について検討するこ

と，Map1e7とそれ以外の計算機代数システムの計算時

間の比較・検討（ただし，今回，Maple7以外の計算機

代数システムでも得られるグレブナー基底は同じである

ことはわかっている），最小化目的関数をも考慮に入れ

た一般的な整数計画問題のグレブナー基底による解法

の具体化などが挙げられる．
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